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DIN PREFATA AUTORULUI LA EDITIA a 1ll-a

Cartea de fatd nu trebuie privitd ca un manual de algebrd
wusor de infeles, destinat incepdtorilor. Ca si celelalte luerdri
ale mele din acelagi cicluy, Algebra distractivd
wu este un manual, ¢t o carte de lecturd liberd. Cititorii cdrora
li se adveseazd trebuie sd posede anumite cunostinte de algebrd,
mdcar vay insusite sau pe jumdtate uitate. Algebra dis-
tractivd isi propune ca scop sd precizeze, sd retmprospd-
teze si sd fixeze aceste cunogtinge disparate §i nesigure gi, mas
ales, sd dezvolte cititorilor gustul pentru algebrd, sd trezeascd in
ei dorinta de a-si completa, in mod independent, cu ajutorul
manualelor de specialitate, golurile existente in pregdtirea lor.
In aceastd privintd, orientarea Algebrei distrac-
tive este opusd obiectivelor wrmdrite de cdrti ca, de exemplu,
Numere si fetguri de Rademacher si Toeplitz — carte
care nu cere cititorilor ,,8d tind minte ceea ce au invdtat la
matematicd tn anii adolescentei’’. Cartea mea, dimpotrivd,
tinde sd ajute la fixarea cunostingelor si deprinderilor cdapd-
tate tn scoald.

Pentru a atribui acestui obiect un caracter atrdgdtor si
a trezi interesul cititorilor, am folosit in cartea mea diferite
mijloace, ca : probleme cu subiecte neobisnuite, care trezesc
curiozitate, excursii distractive in domeniul istoriei §i mate-
maticii, aplicatii neasteptate ale algebrer in viaja prac-
tica ete.

Din punct de vedere al materialului de algebrd continut,
cartea nu tese din cadrul programei scolare, atingind aproape
toate. capitolele ei. Tinind seama de scopul pe care-l are,
Algebra distractivd evitd problemele teoretice com-
plicate.



CAPITOLUL 1

A CINCEA OPERATIE MATEMATICA

A cincea operatie

Algebra este adesea denumité ,,aritmetica celor sapte
operatii’’, pentru a sublinia ci la cele patru operatii mate-
matice cunoscute ea adaugé inci trei : ridicarea la putere
si cele doud operatii inverse acesteia din urmi.

Convorbirile noastre despre algebri le vom incepe cu
cea de-a ,,cincea operatie’’ — ridicarea la putere.

Oare necesitatea acestei noi operatii a fost dictata de
practicd ? Indiscutabil. De ea ne izbim foarte des in viata
de toate zilele. Si ne amintim numai de calculul suprafetelor
§i volumelor cind trebuie si ridicim diferite numere la
puterea a doua (la pitrat) si a treia (la cub). In afary de
aceasta, forta de atractie universald, interactiunile elec-
trostatice si cele magnetice, intensitatea luminii §i a sune-
tului scad proportional cu pitratul distantei. Intre timpul
de rotatie a planetelor in jurul Soarelui (si a satelitilor in
jurul planetelor) si distantele misurate de la centrul de
rotatie existéd, de asemenea, o relatie exprimaté cu ajutorul
puterilor : pitratele timpurilor de revolutie sint propor-
tionale cu cuburile distantelor.

Dar si nu ne inchipuim ci in practicd intilnim numai
puterile a doua §i a treia, iar exponentii de grad superior
existd numai in exercitiile din manualele de algebri. Efec-
tuind calculele de rezistentd, un inginer se izbeste la orice
pas de puterea a patra, iar in alte cazuri — de pildi la
aflarea diametrului unei conducte de abur — chiar de
puterea a sasea. Analizind forta cu care o api curgitoare
antreneazi pietrele intilnite in calea ei, un hidrotehnician
intilneste méirimi ridicate la puterea a sasea : dacd viteza
curentului de apid a unui riu este de patru ori mai mare
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decit a altui riu, atunci primul este capabil si rostogoleasci
prin albia sa pietre mai grele de 4¢ ori, adici de 4 096 de
ori, fatd de cel de-al doilea riu *.

Cu exponentii mai mari ne intilnim studiind variatia
stralucirii unui corp incandescent — de pildd, a filamen-
tului vhui bec electric — in functie de temperaturi. La
incandescenta de culoare albi-gilbuie, intensitatea lumi-
noasa cregte proportional cu puterea a 12-a a temperaturii,
iar la incandescenta de culoare rosie — proportional cu
puterea a 30-a a temperaturii (se intelege ci este vorba de
temperatura ,,absolutd’’, adicd socotitd de la —273°C).
Aceasta inseamni cé, atunci cind méirim temperatura unui
corp, de exemplu de la 2 000°1a 4 000° adicd de doui ori,
corpul dat devine de 2!2 ori mai strilucitor, cu alte cuvinte
lumineazi de 4 000 de ori mai mult. Vom reveni asupra
importantei folosirii acestei dependente in tehnica fabri-
cirii becurilor electrice.

Numere astronomice

Se poate spune ci astronomii sint cei care folosesc pe
scara cea mai largid cea de-a cincea operatie. Cercetitorii
universului au de-a face la orice pas cu numere uriage, com-
puse din una sau doui cifre semnificative, urmate de un gir
lung de zerouri. Scrierea obignuitd a acestor cologi nume-
rici, denumiti pe drept cuvint ,,numere astronomice’’, ar
duce inevitabil la mari complicatii, mai ales in cazul efec-
tudrii calculelor. Astfel, distanta de la Pdmint la nebuloasa
din Andromeda, exprimatd in kilometri gi serisd in mod
obignuit, aratd astfel :

9 500 000 000 000 000 000 km.

Dar la efectuarea calculelor astronomice se cere adesea
ca distantele s3 fie exprimate nu in kilometri sau in unitati
mai mari, ci in centimetri. In acest caz, distanta de mai sus
va fi redatd printr-un numir care are cu 5 zerouri mai
mult :

950 000 000 000 000 000 000 000.

* Mai detaliat despre aceastid problemi, vezi cartea mea Zanimatel-
naia mehanika (Mccanica distractiva), cap. IX.
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Masele stelelor sint exprimate prin numere s§i mai
mari, mai ales atuneci c¢ind dorim sé le exprimidm in grame,
aga cum se cere in numeroase calcule. Masa Soarelui in
grame este egald cu:

1 983 000 000 000 0N0 000 000 000 000 VOO VOO,

R

E lesne de inteles cit de complicatd ar fi efectuarea
calculelor cu ajutorul acestor numere uriage si cit de usor
s-ar putea comite greseli. §i incd numerele citate mai sus
nu sint cele mai mari nuniere astronomice.

A cincea operatie matematicd permite o rezolvare
simpld a problemei. Cifra unu urmaté de un sir de zerouri
reprezintd o anumitd putere a numérului 10 : "

100 = 102, 1 000 = 163, 10 000 —= 10? etc.

Deci, cologii numerici de mai sus pot fi reprezentati
sub forma urmitoare :

primul . . . . o .. . .. L 0 950102
al doilea . . . . . . . . . . .1983.10%

Aceastd reprezentare se face nu numai pentru econo-
migirea spatiului, ci §i pentru simplificarea calculelor.
Dacd ni s-ar cere. si inmultim aceste numere intre ele,
ar fi suficient si aflim produsul 950 -1 983 =1 883 850
i sé-1 punem inaintea factorului 1021+30 —= 105 :

950 - 102! -1 983 -10% - 188 385 - 1052

Aceastd notatie este, desigur, mult mai comoda decit
aceea in care am scrie numérul cu 21 de zerouri, apoi cel cu
30 si, in sfirgit, numéirul rezultant cu 52 de zerouri. Este
nu numai mai comod, ci §i mult mai sigur, deoarece la
scrierea a zeci de zerouri se poate omite unul sau doud
dintre ele, obtinindu-se astfel un rezultat gresit.

Cit cintidreste tot aerul care inconjoaria Pamintul ?

Ca sd ne convingem in ce mésuré se simplificd calculele
atunci cind ne folosim de reprezentarea numerelor mari
cu ajutorul puterilor lui 10, si facem urmaitorul calcul : 83
determinim de cite ori masa globului terestru este mai
mare decit masa stratului de aer care il inconjoars ?



Stim cd pe fiecare centimetru pitrat din suprafata
Pimintului, aerul apasi cu o fortd de aproximativ un
kilogram. Aceasta inseamnd cd greutatea intregii coloane
de aer care se sprijind pe 1 ¢m? din suprafata Padmintului
este egald cu 1 kg. Atmosfera care inconjoari Piamintul
poate fi considerats ca fiind compusi din asemenea coloane
de aer; existd atitea coloane citi centimetri piatrati sint
cupringi in suprafata planetei noastre, deci tot atitea
kilograme cintireste intreaga atmosferi. Cercetind ma-
nualele, afldm ca suprafata globului terestru este egald cu
510 000 000 km?2, ceea ce inseamnd 51 -107 km?2.

Sé calculdm citi centimetri patrati sint cuprinsi intr-un
kilometru pétrat. Un kilometru liniar are 1 000 m, un
metru — 100 c¢m, deci, 1 km liniar este egal cu 105 em,
iar 1 km? are (105)2 = 10 ¢m2 Prin urmare, suprafata
Pamintului este de :

51 107 - 1610 = 51 - 1017

ecm?, Tot atitea kilograme cintareste si intreaga atmosferi a
Pamintului. Transformind acestea in tone, obtinem :

51 -1017:1 000 = 51 -1017:10% = 51 - 10173 = 51 - 10,
Masa globului pidmintesc se exprim4 prin numérul :
6 - 10% t.

Ca si aflim de cite ori planeta noastrd este mai grea
decit stratul de aer ce o inconjoari, facem impértirea :

6 -10%:51 - 101 =108,

adicd masa atmosferci reprezinta aproximativ o milionime
din masa globului pamintesc *.

oW -

Ardere fira flacird si fara calduri
Dacid veti intreba un chimist de ce lemnul si carbunele
ard numai la temperaturi inalte, vd va raspunde ci de
fapt combinarea oxigenului cu carbonul poate avea loc la

* Senmmul R inseamnit aproximativ cgal,
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orice temperaturd, dar cé la temperaturi joase acest proces
decurge foarte lent (adied in reactie intrd un numér nein-
semnat de molecule) el scapd observatiei noastre.
Legea care determind viteza reactiilor chimice aratd ci,
atunci cind temperatura scade cu 10°, viteza de reactie
(numirul de molecule cuprinse in aceasta) se reduce
la juméatate.

Sa aplicdm cele de mai sus la reactia oxidérii lemnului,
adicd la procesul de ardere a lemnului. Si presupunem ci
un gram de lemn arde la temperatura de 600° a unei
flicari, in timp de o secundi. Tn cit timp va arde un gram
de lemn la temperatura de 20°? La aceastd temperaturi,
care este cu 580 = 58 -10° mai micd, viteza reactiei va
scidea de

238 ori,

deci, un gram de lemn va arde in timp de 2% secunde.

Cu citi ani este egal acest interval de timp ? Putem
calcula acest lucru cu aproximatie, fird sd inmultim 2 x 2
de 57 de ori, si fird ajutorul tabelelor de logaritmi. Vom
folosi faptul ci

210 — 1 024 =103,

Deci :

258 . 960—2 __ 960 92 _1__260= l .(210)0%_1__ .1018,
4

4 1
NV 1. - . .
adicd cn‘ca:dmbr-un trilion de secunde. Un an are circa
. - 1 .
30000000 sau 3-107 secunde, de aceca (_1 -1018): (3-10") =
1 .
=-—.10" =~ 10 ani.
12
Zece miliarde ani ! Iatd in cit timp ar arde un gram de
lemn fiara flacard si fard caldura.
Asadar, lemnul si cdrbunele ard si la temperaturi obig-
nuite, fird si fie aprinse. Inventarea uneltelor pentru

producerea focului a accelerat de miliarde de ori acest
proces extrem de lent,

11



Schimharea timpului
. Problema

Vom caracteriza vremea numai dupd un singur cri-
teriu, si anume dacé cerul este sau nu acoperit, adicd vom
face deosebirea numai intre zilele senine si cele innorate,
Ce pirere aveti, in aceste conditii, sint oare posibile multe
siptimini in care alternarea zilelor senine cu cele innorate
84 nu fie niciodati aceeasi?

S-ar pirea cd nu sint prea multe, cd vor trece vreg
dou luni §i ci toate combinatiile de zile senine si innorate
vor fi epuizate ; atunci, in mod inevitabil se va repeta una
din combinatiile care a avut loc inainte.

Sd incercam, totusi, sd calculdm precis cite combinatii
diferite sint posibile in conditiile date. Aceasta este una
din problemele care conduc in mod neasteptat la a cincea
operatie matematicd. Prin urmare, in cite feluri pot alterna,
in cursul unei sdptdmini, zilele senine cu cele innorate ?

1
Rezolvare

Prima zi din saptdmind poate fi senind sau innorata :
deci avem deocamdatd doud ,,combinatii’’.

In decurs de doui zile sint posibile urmitoarele alter-
nari de zile senine cu cele innorate :

senind si senina,
senind si innorala,
innorati $i senind,
innorati si innorata.

Deci 22 alterniri diferite. Tn decurs de trei zile, la
fiecare din cele patru combinatii de mai sus le vor cores-
punde cite douid posibilitidti pentru ziua a treia; in total
vom avea un numiéir de alterndri egal cu :

22 = 23,
In decurs de patru zile, numirul alternirilor va fi:
23 .2 — 24,

In cineci zile sint posibile 25, in sase zile, 26 yi, in
sfirgit, in decurs de o sdptimind, 27 = 128 alterniri
diferite.



De aci reiese cid existd 128 de sdptidmini cu ordine
diferitd de alternare a zilelor senine cu cele innorate. Peste
128 + 7 = 896 zile trebuie neapérat si se repete una din
combinatiile care au avut loc inainte. Repetarea poate si se
intimple §i mai curind, dar 896 de zile reprezintd termenul
la expirarea caruia aceasti repetare este inevitabild. Si
invers : pot si treacd doi ani intregi, chiar mai mult
(2 ani i 166 de zile), in decursul cidrora nici o saptdming
nu va seméina cu alla din acest punct de vedere.

Broasca eu eiiru

Problemi

Intr-o institutie sovietici s-a descoperit o casd de bani
care exista inci dinaintea Revolutiei. S-a gisit §i cheia
¢i, dar pentrn a o deschide trebuia cunoscut secretul
broagtei, deoarece uga casei de fier se deschidea numai
atun(n cmd cele cinci discuri, pe care erau gravate literele
alfabetului (36 de litere), erau astfel agezate incit aceste
litere si formeze un anumit cuvint. Deoarece nimeni nu
cunostea cuvintul ce trebuia format, pentru a se evita
spargerea casei, s-a hotdrit si fie incercate toate combina-
tiile de litere posibile de pe cele cinci discuri. Pentru for-
marea unei combinatii erau necesare 3 secunde.

Exista oare speranta ca aceastd casd de fier si fie
deschisd In urmitocarele zece zile ?

Rezolvare

S& calculim cite combinatii de litere trebuiau in-
cercate.

Fiecare din cele 36 de litere de pe primul disc poate
fi combinatd cu fiecare din cele 36 litere de pe discul al
doilea. Deci, sint posibile :

36 - 36 = 362
combinatii de doud litere.

Fiecireia din aceste combinatii i se poate adiuga
oricare din cele 36 de litere de pe discul al treilea. De aceea,
numirul combinatiilor de trei litere va fi:

2 .36 = 368
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In acelasi mod, aflim ci numirul combinatiilor de
4 litere poate fi 364, iar de 5 litere — 36°, sau 60 466 176.
Pentru a forma aceste peste 60 milioane de combinatii,
ar fi necesar un interval de timp (socotind cite 3 secunde
pentru fiecare combinatie) de

3 -+ 60 466176 = 181 398 528

sec. Aceasta reprezinti 50 000 ore sau circa 6 300 zile
lucriatoare de cite 8 ore, adicid peste 20 de ani.

Existd sanse doar 10 la 6 300, sau 1 la 630, pentru
ca in urmitoarele 10 zile casa de fier si fie deschisi.
Aceasta reprezintd o probabilitate foarte mica.

Ciclistul superstitios

Problemi

Cineva si-a cumpiirat o bicicletd, in dorinta de a
invita si meargd pe ea. Proprietarul bicicletei s-a dovedit
a fi un om extrem de superstitios. Auzind ci o bicicletd
se poate avaria astfel incit o roatd si se deformeze intr-un
,yopt’’, el s-a gindit ¢i nu-i va merge bine dacd in numaérul
lui de circulatie va figura micar o singura cifrd 8. Mergind
s4 obtind numirul, el rationa in felul urmitor : In secrierea
oricirui numir pot figura 10 cifre: 0,1,...,9. Dintre
acestea, cea cu ghinion este numai cifra 8. Existd deci
doar o singuri sansd la zece ca numirul bicicletei si fie
,seu ghinion”.

Este just acest rationament ?

Rezolvare

Numerele de bicicletd sint formate din sase cifre. In
total existd 999 999 numere : de la 000001, 000002 etc.
pind la 999 999. S§ calculim cite ,,numere fericite’’ exista.
Prima cifry poate fi oricare dintre cele noui ,,fericite’’ :
0,1,23,4,5,6, 7 9. A doua cifrd poate fi, de asemenea,-
oricare din aceste 9 cifre. De aceea existdi 9 -9 = 92 com
binatii de doud cifre ,,fericite’’. '

In acelagi mod aflim ci numirul combinatiilor ,,feri-
cite’ formate din 6 cifre este egal cu 98. Dar, tinind seama

14



cd in acest numir intrid §i combinatia 000 000, care nu
poate fi considerati ca numir de bicicleti, vom avea in
total 96 — 1 = 531 440 numere ,,fericite’’, ceea ce con-
stituie cam 53 %, din numairul total §i nu 909, — asa cum
isi inchipuia biciclistul.

Propunem ca cititorul si se convingd personal ci
printre numerele formate din 7 cifre, existd mai multe
numere ,,cu ghinion’’ decit numere ,fericite”’.

Rezultatele dublirii repetate
L]

Cunoscuta legendid despre risplata cuvenitd inventa-
torului jocului de sah * ne oferd un exemplu caracteristic
de cregtere extrem de rapidd a unei cantititi foarte mici,
in cazul dublirii ei repetate. Fard si mé opresc la acest
exemplu clasie, voi da alte exemple, mai putin cunoscute.

Problem:i

_ In medie, paramecium se divide in doui la fiecare
27 de ore. Dac# toti indivizii rezultati ar rimine in viati,
Cit timp ar fi necesar ca urmasii unui paramecium si ocupe
un volum egal cu volumul Soarelui ?

Datele necesare pentru calcul : admitind cé toate gene-
ratiile rimin in viatd dupd divizare, a 40-a generatie a
unui paramecium ocupd un volum de 1 m3; volumul
Soarelui este egal eu 10%7 m3,

Rezolvare

Problema se reduce la a determina de cite ori trebuie
dublat 1 m?® pentru a se obtine un volum de 102 m3.
Facem urmitoarea transformare, tinind seama .ci 21 ~
~ 1000 :
~

1027 = (1(,3)9 ~ (210)9 = 9290,
Deci, a 40-a generatie trebuie si treacd prin incd 90 de

diviziri, pentru a ocupa un volum egal cu volumul Soa-
relui. Numairul total de generatii, socotind de la prima,

* Vezi cartea mea Jivaie matematica (Matematica vie), cap. VIL
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este egal cu 40 4+ 90 = 130. Se poate ugor afla timpul
necesar pentru formarea lor care este de peste 147 de zile.

Un singur microbiolog (Metalnikov) a reusit si urmi-
reascd a 8 061-a divizare a unui paramecium. Cititorul
poate si calculeze volumul imens pe care l-ar ocupa ultima
generatie, dacd s-ar considera ci din acest numér n-ar
pieri nici un individ. Aceeasi problemi poate fi prezentati
§i invers. ..

Sé presupunem ci Soarele s-a divizat in doud parti
egale, si fiecare jumitate — din nou in doud ete. De cite
ori ar fi trebuit si se repete aceastd operatie, pentru a se
obtine particule de mirimea unui infuzor ?

Degi raspunsul este deja cunoscut cititorului — adied
130, el surprinde totusi prin modestia lui. ..

Mie mi s-a pus problema sub forma urmitoare :

Avem o coali de hirtie pe care o rupem in doud pirti
egale : una din jumititile obtinute o rupem, de asemenea,
in doud ete. Cite impaértiri trebuie ficute pentru a obtine
particule de dimensiuni atomice ?

S presupunem cd o coald de hirtie cintiregte un gram,

. 1 . .
iar un atom, o & Deoarece 10%% poate fi aproximat cu

)24
280, rezultd cd in total vor fi necesare 80 de impartiri, dar
in nici un caz milioane — aga cum se rispunde citeodata.

De 100 000 de ori mai repede

Triggerul (sau circuitul basculant) este un dispozitiv
electric format din doud lidmpi electronice, aseminédtoare
celor folosite in aparatele de radioreceptie. In interiorul
sdu, curentul poate circula numai printr-o singurd lampa :
fie prin cea ,,din stinga’’, fie prin cea ,,din dreapta’’. Dispo-
zitivul este previzut cu doud borne de intrare — la care
se poate aplica, din exterior, un semnal electric (impuls)
de scurty duratd — §i doud borne de iegire, la care apare
impulsul de rispuns al triggerului. In momentul aplicirii
impulsului electric de intrare se produce comutarea trigge-
rului : lampa prin care trecea curentul este scoasi din
circuit, iar curentul incepe sd circule prin cealaltd. Im-
pulsul de riaspuns este dat de trigger in momentul cind
lampa din dreapta este deconectaté (curentul care trecea
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prin ea este intrerupt), iar prin lampa din stinga incepe si
circule curentul.

Sd urmirim cum va functiona triggerul daci ii vom
aplica succesiv citeva impulsuri electrice. Vom caracteriza
pozitia triggerului dupa
Jampa din dreapta : daci @ O

curentul nu trece prin
lampa din dreapta, spu-
nem ci triggerul se afld
in ,,pozitia 0, iar daci
curenj;ul trece prin acea_sfa‘ Frime!
lampd — triggerul va fi in O @/ Rl
,ypozitia 17, —

;- . Dypd proime/ 11mpdls

S4 presupunem ci la 0ozIte 7
inceput triggerul se afli in
pozitia 0, adicd curentul /mputsy/ A/ dorles
trece prin lampa din stinga gz Az @, O ”
(fig. 1). Dupd primul im-

Foz1713 11t1/S O

117720U/8

Dypd o/ Oor7es 1mpuls . pozita O

puls, aga cumam spus, cu- S/ 0bIEres urys Limpels derdspuns
rentul va circula prin lam-
pa din dreapta, adici trig- Fig. 1

gerul va fi in pozitia 1.

In acest caz insi nu va urma impulsul de rispuns al trigge-
rului, deoarece acesta apare numai in momentul iegirii din
circuit a ldmpii din dreapta (nu a celei din stinga).

Dupi al doilea impuls, curentul va circula prin lampa
din stinga, deci triggerul va fi din nou in pozitia 0 §i va
da semnalul (impulsul) de rispuns.

Deci, dupd doud impulsuri, triggerul revine la pozitia
initiald. Dup4 al treilea impuls, ca §i dupd primul, triggerul
va fi din nou in pozitia 1, iar dupé al patrulea, ca si dupd
al doilea, in pozitia 0, obtinindu-se din nou semnalul de
rispuns etc. Dupi fiecare doud impulsuri, pozitiile trigge-
rului se repeti.

34 ne inchipuim citeva triggere montate astfel incit
impulsurile de intrare si fie aplicate primului trigger,
impulsurile de rispuns ale primului —la bornele de intrare
a celui de-al doilea, impulsurile de rispuns ale celui de-al
doilea si fie aplicate la iptrarea celui de-al treilea trigger
ete. (in fig. 2 triggerele sint agezate unul dupé altul, de la

2 - ¢. 1084
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dreapta spre stinga). Si vedem cum functioneazi acest
sistemn de triggere.

S4 presupunem ci la inceput toate triggerele se afli
in pozitiile 0. Astfel, pentru un circuit format din 5 triggere
pozitia initiald este caracterizatd prin combinatia 00000.
Dupa primul impuls, primul trigger va ajunge in pozitia 1,
dar pentru cé in aceastd pozitie nu se obtine un semnal de
rispuns, toate celelalte triggere vor continua si rdmina
in pozitiile 0, adicd circuitul va fi caracterizat prin combi-

/mpufsury
[0 O 00 0 o=
A/ fresles A/ dorles Fromy!
1mpuss 11mpULs 1mpuls
Fig. 2

natia 00001. Dupd al doilea impuls; primul trigger va fi
deconectat (ajunge in pozitia 0) §i va da un semnal de
rispuns, care conecteazi (pune in functiune) cel de-al
doilea trigger. Celelalte triggere vor continua si ramingd
in pozitia 0 §i circuitul va fi caracterizat prin combinatia
00010. Dupi al treilea impuls va fi conectat din nou primul
trigger, celelalte riminind inséd in aceleasi pozitii. Circuitul
va fi caracterizat de data aceasta prin combinatia 00011.
Dupi al patrulea impuls, primul trigger va fi deconectat
$i va da semnalul de rispuns ; sub actiunea acestui impuls
se va deconecta cel de-al doilea trigger care di, de asemenea,
un impuls de riaspuns ; §i, in sfirgit, acest din urma impuls
va deconecta cel de-al treilea trigger; se obtine astfel
combinatia 00100.

S4 vedem ce rezultd dacd continuiim rationamentul
uostru §i mai departe :

Primul impuls . . . . . . . . . . combinalia 00001
al 2-lea impuls . . . . . . . . . . combinatia 00010
al 3-lea impuls combinalia 00011
al 4-leaimpuls . . . . . . . . . . combinatia 00100
al 5-lea impuls . . . . . . . . . . combinatia 00101
al 6-lea impuls . . . . . .. . . . combinatia 00110
al 7-lea impuls . . . . . . . . . . combinatia 00111
al 8-leaimpuls . . . . . . . .. . combinatia 01000

T T T T S R T T S S Y
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Observam cé un circuit format din triggere ,,numirs”’
semnalele aplicate la intrare gi ,,noteazi’’, intr-un fel ori-
ginal, numérul acestor semnale. Este ugor de retinut ca
,,notarea’” numirului de semnale nu se face cu ajutorul
sistemului de numeratie zecimal c¢i al sistemului de nume-
ratie in baza doi.

In aceastd bazi se folosesc numai cifrele 0 si 1, si orice
numdr este notat cu zerouri sau unititi. Aci, o unitate
de ordin superior nu este de zece ori mai mare decit cea
precedentd (ca la sistemul zecimal), c¢i numai de doud ori.
Unitatea care ,ocupd ultimul loc (extrema dreapt#) este
unitatea obisnuitd. Unitatea de ordin superior unititii
obisnuite (al doilea loc de la dreapta la stinga) este numérul
2; al treilea loc il ocupd numdirul 4, urmeazi apoi 8 ete.

De exemplu, numérul 19 =16 + 2 + 1 se scrie in
baza doi sub forma 10011.

Prin urmare, circuitul format din triggere ,,numairi”’
semnalele aplicate si ,,inregistreazi’ numairul lor folosind
numai cifrele 0 §i 1. Mentiondm ci durata de inregistrare
a unui impuls care trece prin trigger este de ordinul a 107 s.
Triggerele moderne pot ,,inregistra’’ pini la 1 000 000 de
impulsuri pe secundi gi chiar mai mult. Aceasta inseamni
de 100 000 ori mai mult decit poate socoti un om fard aju-
torul masinii (ochiul omului poate distinge clar semnale
care se succed la un interval de cel mult 0,1 s).

Daci vom lega in serie douizeci de triggere, adicd vom
inregistra numirul de semnale aplicate cu ajutorul a cel
mult 20 de cifre, putem numira pind la 220 —1; acest
numir depéigseste 1 milion. Formind o serie de 64 de triggere,
se poate inregistra, cu ajutorul lor, faimosul numér din
legenda ,,tablei de sah’’ (18 446 744 073 709 551 615 N.T.).

Posibilitatea de a numéira sute de mii de semnale pe
secundd este de foarte mare importanta pentru fizica nu-
cleari. De exemplu, se poate inregistra numérul de parti-
cule eliberate la dezintegrarea nucleului atomic.

10 000 de operatii pe seeundi

Este interesant faptul ci montajele cu triggere permit
i efectuarea operatiilor cu numere. Si vedem cum se
poate face, de exemplu, adunarea a doud numere.
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S4 presupunem trei circuite, formate din triggere, co-
nectate intre ele aga cum se aratd in fig. 3. Circuitul de sus
serveste pentru inregistrarea primului termen al sumei,
circuitul al doilea (de mijloc) — pentru inregistrarea celui
de-al doilea termen al sumei, iar circuitul de jos — pentru
inregistrarea sumei totale. Tn momentul punecrii in func-

0 Y N Y 2 S N SV
Fﬂl I [ 1 N | P
Sume

Y partrues A/7r-eiles Al dor/es Primg/
rrigger trrgger rrrgger 7riger

Fig. 3

tiune a dispozitivului, la triggerele din circuitul de jos
sosesc impulsurile de la triggerele din primul §i al doilea
circuit (cel de sus §i cel de mijloc), care se afld in pozitia 1.

S# presupunem, asa cum se vede in fig. 3, cd cei doi
termeni ai sumei, scrigi in primele doui circuite, sint 101 si
111 (in sistemul de numeratie cu baza 2). Tn acest caz, in
primul trigger al circuitului de jos (cel din dreapta) vor
sosi doud impulsuri : de la primele doué triggere ale fiecarui
termen al sumei. Dupid cum am spus mai inainte, la apli-
carea a doud impulsuri, primul trigger va rdmine in po-
zitia 0, insd va trimite un impuls de rdspuns celui de-al
doilea trigger. In afari de aceasta, la al doilea trigger
sosegte si semnalul de la al doilea termen al sumei. Deci
al doilea trigger primeste doud impulsuri din care cauzi
ramine si el in pozitia 0, dar va trimite semnalul de raspuns
celui de-al treilea trigger. Pe lingd aceasta, asupra trigge-
rului al treilea vor fi aplicate incd doud impulsuri (de la
fiecare termen al sumei). Primind cele trei semnale (im-
pulsuri), triggerul trei va trece in pozitia 1 §i va transmite
semnalul de raspuns triggerului al patrulea, care va trece in
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pozitia 1 (alte semnale nu mai sosesc la triggerul patru).
in felul acesta, dispozitivul reprezentat in fig. 3 a efectuat
(in sistemul de numeratie in baza doi) adunarea a doui
numere ,,pe coloane’ :

101 +
111

1100

sau in sistemul zecimal : 5 + 7 = 12. S-ar putea spune ci
impulsurile de raspuns dln circuitul de jos corespund fap-
tului urmitor : dispozitivul ,,memoreazi’’ o unitate pe care
o trece in ordinul urmﬂtor (superior), adicd efectueazd
acelagi lueru pe care il facem noi’ atunci cind adunim
,,pe coloane”’.

Daci fiecare circuit ar fi format nu din patru, ci din
20 de triggere, s-ar putea face adunarea pind la un milion,
iar cind se foloseste un numir i mai mare de triggere se
pot aduna numere §i mai mari.

In realitate, dispozitivul destinat pentru efectuarea
adundrii trebuie si aibi o schemi mai complicatd decit
cea din fig. 3. Printre altele, el trebuie si fie previzut cu
mecanisme speciale, menite si ,,decaleze’ semnalele. In-
tr-adevar, in cazul schemei din fig. 3, semnalele de la cei
doi termeni ai sumei sosesc la primul trigger din circuitul
de jos simultan (in momentul conectarii dispozitivului).
De aceea, cele doud semnale se vor contopi §i triggerul le
va percepe ca pe unul singur, §i nu ca doui semnale
diferite. Spre a evita aceasta, este necesar ca semnalele
sosite de la cei doi termeni ai sumei si nu fie aplicate
simultan, c¢i cu un ,,decalaj’’ intre ele, unul dupid altul.
Datoritd acestui ,,decalaj”’, timpul necesar adunirii celor
doi termeni este mai lung decit cel necesar inregistririi
unui singur semnal, in cazul calculatoarelor cu triggere.

Modificind schema, se poate obtine un dispozitiv care
in loc de aduniri si efectueze scideri sau chiar inmultiri
(inmultirea se reduce la efectuarea succesivd a unor adu-
niri §i de aceea cere un interval de timp de citeva ori
mai mare), impértiri si alte operatii.

Dlspozmvele despre cate am vorbit mai sus sint folo-
site la maginile de calculat. Ele pot efectua peste 10 000 de
operatii intr-o secundi ! S-ar pirea ci aceastd vitezi ame-

B
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titoare n-are nici un sens practic. De exemplu, noi nu
sesizdm nici o deosebire dacd o masind de calculat ridica
la pdtrat un numir de 15 cifre intr-o zecime de miime de
secundd sau, si zicem, intr-un sfert de secundéd. Ni se pare
¢4 §i intr-un caz gi in celdlalt problema este rezolvatid
y,instantaneu”’.

Dar s34 nu ne gribim cu concluziile. S& ludm urmétorul
exemplu. Un gahist bun, inainte de a face o mutare, anali-
zeazd zeci §i chiar sute de variante posibile. Dacid admitem
cd pentru studierea unei variante sint necesare citeta
secunde, atunci pentru analiza unei sute de variante vor fi
necesare minute §i zeci de minute. Se intimpld adesea ca
jucdtorii de gah si ajungi in ,,criza de timp’’, adied s fie
nevoiti si mute repede, tocmai pentru cd au pierdut aproape
intregul timp fixat pentru gindire studiind mutirile ante-
rioare. Ce s-ar intimpla dacd analiza variantelor unei par-
tide de sah ar fi incredintatd unei magini ? Efectuind mii
de calcule intr-o. secundi, magina analizeazd toate varian-
tele ,,instantaneu’ §i nu va ajunge niciodatd in ,,crizad
de timp”’.

Dar, evident, veti spune ci una este si efectuezi
calcule (chiar destul de complicate) §i alta — si joci sah :
magina nu va putea niciodatd si facd acest lucru! Un
sahist analizind variantele nu calculeazi, ci gindegte ! S&
nu ne gribim, vom reveni asupra acestui subiect.

Numairul partidelor de sah posibile

Sd calculim cu aproximatie numirul total al parti-
delor de gah diferite, ce pot fi jucate. Un calcul precis este
practic imposibil de ficut, dar vom incerca si aritim
cititorului cum se poate aprecia, in mod aproximativ, acest
numir. In cartea matematicianului belgian M. Craitohik
Matematica jocurilor si distractic matematice, existd urmé-
toarea evaluare :

,»,La prima mutare, albul are posibilitatea s& aleagi
una dintre cele 20 de mutéiri (16 mutéiri ale celor 8 pioni,
fiecare dintre ei putindu-se deplasa cu unul sau doud
cimpuri, §i cite doud mutiri ale fiecirui cal). La fiecare
mutare a albului, negrul poate rispunde cu una dintre cele
20 de mutiri. Inmultind fiecare mutare a albului cu fiecare
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mutare a negrului, vom avea 20 - 20 = 400 partide diferite
numai dupéd prima mutare efectuatd de ambii concurenti.

Incepind cu a doua mutare, numéirul variantelor posi-
bile creste. Astfel, dacd prima mutare a albului a fost
¢2 — e4, atunci la a doua mutare el are posibilitate si
aleagd una dintre cele 29 de variante posibile. Mai departe,
numérul mutérilor posibile creste i mai mult. Numai dama
ocupind, de exemplu, cimpul d5 poate alege o varianti
dintre cele 27 posibile (presupunind c& toate cimpurile,
unde ea poate fi mutati, sint libere). In vederea simplifi-
carii calculelor, vom adopta urmétoarele valori medii :

pentru fiecare tabidri la cite 20 de mutiri posibile
primele cinci mutéri ;

cite 30 de mutiri posibile la mutéirile urmitoare.

In afari de aceasta admitem ca, in medie, intr-o par-
tidd normald s fie cam 40 de mutdri. Atunci, pentru
numairul de partide posibile, vom avea expresia :

(20 - 20)5 - (30 - 30)% ),

Pentru a ne putea da seama, cu aproximatie, de va-
loarea acestei expresii, s facem urmaitoarele transforméri
si simplificdri :

(20 . 20)5 . (30 . 30)85 = 2010 . 3070 — 210 . 370 . 1(;80,

S4 inlocuim pe 2 cu numirul aproximativ egal
1000, adicd 103.

Reprezentim expresia 37 sub forma :

370 = 368 . 32210 (391710 - 8017 = 10 - 817 - 1017 = 251 . 1018 =

=2 (2103 . 101822 - 10% - 1018 = 2 1033,
Prin urmare,
(20 - 20)5 - (30 - 30)%5 2103 -2 - 1033 - 108 = 2 - 10116,

Acest numair intrece cu mult numérul legendar al boa-
belor de griu, cerute drept risplatd pentru inventarea jo-
cului de yah (264 — 1 ~ 18 -10®). Dacéi intreaga populatie
de pe glob ar juca sah zi §i noapte, ficind cite o mutare pe

v
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seeundd, atunei pentru epuizarea tuturor partidelor de sah
posibile ar fi necesar ca acest joc si dureze nu mai putin
de 100 secole !

Secretul masinii automate de sah

Vi veti mira, desigur, aflind cd odinioard au existat
magini automate de sah. Intr-adeviir, cum putem sj ne
imagindm aceasta, cind gtim ci numérul combinatiilor po-
sibile ale pieselor pe tabla de sah este practic infinit %

Toate acestea se pot explica foarte simplu. De fapt a
existat nu magina automati, ci numai increderea in posi-
bilitatea existentei ei. In special, masina automats a
mecanicului ungur Wolfgang von Kempelen (1734 —1804)
s-a bucurat de foarte multi popularitate ; ea a fost pre-
zentatd la curtile imperiale ale Austriei §i Rusiei, iar mai
tirziu a ficut obiectul unor demonstratii puktlice la Paris
§i Londra. Napoleon I a jucat cu acest automat, fiind
convins ci igi misoard fortele cu o magini. Pe la jumitatea
secolului trecut, faimosul automat a ajuns in America
unde gsi-a incheiat existenta (la Philadelphia) cu ocazia
unui incendiu.

Alte magini automate de sah s-au bucurat de mai pu-
tind popularitate, dar credinta in existenta lor s-a pistrat
incd mult timp.

In realitate, nici una dintre aceste magini de sah nu
functionau automat. In interior se ascundea intotdeauna
un jucitor de sah iscusit care migca figurile. Acel automat
inchipuit epa format dintr-o ladd destul de voluminoass
incdrcati cu un mecanism complicat. Deasupra lizii se
afla o tabld de sah cu figuri care erau mutate de mina unei
pipusi mari. Inainte de inceperea jocului se arita publi-
oului ¢ in interiorul 14zii nu se gésesc decit mecanisme.
Dar compartimentele 14zii fiind deschise pe rind, jucitorul
care se ascundea induntru avea timp sd se mute dintr-un
compartiment intr-altul fird si fie observat de asistenti.
(Acest rol l-au indeplinit un timp celebrii jucdtori de sah
Johann Allgauer §i William Lewis). In felul acesta, meca-
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nismul maginii automate nu participa citusi de putin la joc,
¢i masca doar prezenta jucdtorului.

Din cele spuse s-ar putea trage urmaitoarea concluzie :
numarul partidelor de sah este practic infinit, dar maginile,
automatele care ar putea si aleagi solutia cea mai feri-
citd, existd doar in inchipuirea oamenilor naivi. De aceea
nu trebuie si ne temem de o crizd a sahului.

Tn ultimii ani insd s-au petrecut evenimente care pun
la indoiald justetea acestei afirmatii : astizi existd magini
care ,,joacd’ sah. Acestea sint masini de calculat compli-
cate, care pot efectua mii de operatii pe secundi. Despre
aceste magini am vorbit mai sus. Dar in ce fel poate o
masind ,,juca’’ sah?

Desigur, nici 0 magini de calcul nu poate face altceva
decit operatii cu numere. Dar calculele sint efectuate de
magind dupid o schemi de operatii stabiliti, dupi un
,,program’’ intocmit dinainte.

ysProgramul’’ jocului de sah este intocmit de matema-
ticieni pe baza unei anumite tactici a jocului, intelegind.
prin aceasta un sistem de reguli, potrivit cdrora pentru
orice pozitie poate fi aleasd o singuri mutare (,,cea mai
buni’’, in sensul tacticii date). Tatdi un exemplu de tactica.
Pentru fiecare figurd este previzut un numir determinat
de puncte :

Rege . . . .| + 200 de puncte Pion. .. ... .| +1 punct
Dami + 9 puncte Pion rimas inurmia| — 0,5 puncte
Turn. . . .| + 5 puncte Pion izolat . . . .| — 0,5 puncte
Ncbun . . .| 4 3 puncte Pion dublat — 0,5 puncte
Cal . ...l <+ 3 puncte

Afarj de aceasta, se apreciazi intr-un mod determinat
avantajele de pozitie ale pieselor (mobilitatea figurilor,
agezarea lor mai aproape de centru decit de flancuri ete.)
care se exprimi in zecimi de punct. Daci se scade din
suma totald a punctelor corespunzitoare pieselor albe,
suma totald a punctelor corespunzitoare pieselor negre,
diferenta obtinutid caracterizeazd, intr-o anumiti misuri,
superioritatea materialéd §i pozitionald a albului fati de
negru. Magina de calculat socoteste in ce fel poate varia
diferenta datd, in decursul urmitoarelor 3 mutiri, alege
cea mai buni variantd din toate combinatiile posibile gi
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imprima rezultatul pe o fisd speciald : ,,mutarea’’ a fost
facutd *. Pentru efectuarea unei mutdri, magina are nevoie
de foarte putin timp (in functie de felul programului si de
viteza de functionare a masinii), astfel incit ea nu se teme
de ,,criza de timp’’.

Desigur cd studierea ,,pentru numai 3 mutiri”’ denotd
cd magina este un ,,jucitor’’ destul de slab **. Nu ne
indoim insd de faptul cd, datoritd progresului tehnie, ma-
sinile vor ,,invita’’ in curind si ,,joace’’ sah. mult mai bine.

i

Cu ajutorul a trei ciire de 2

Evident, oricine stie in ce fel trebuie scrise trei cifre
pentru ca ele si reprezinte un numir cit mai mare. De
exemplu, trei cifre de 9 trebuie agezate in trei etaje :

99

Numairul acesta este atit de mare, incit prin comparatie
nu s-ar putea reda mirimea sa. Numiéirul de electroni din
intregul univers accesibil observatiei este infim in compa-
ratie cu numirul dat. In cartea mea Aritmetica distractivd,
cap. X, am mai vorbit despre acest numér. Revin asupra
acestei probleme, deoarece doresc ca, dupa modelul ei, si
vi prezint o alta :

S4 se scrie cu ajutorul a trei cifre de 2, fird a folosi
semne de operatii, cel mai mare numéar posibil.

Rezolvare

Poate prin analogie cu agezarea celor trei cifre de 9

veti fi tentati si dispuneti la fel §i cele trei cifre de 2 :
. 222

* Exista si o altd ,,tactici” de sah. Astfel, la efectuarea calculelor,
in loc s fie analizate toate mutarile posibile ale adversarului, pot fi anali-
zate numai mutérile ,,tari’’ (sah, capturare, atac, aparare etc.). Apoi, c¢ind
adversarul face mutiri deosebit de ,,tari’’, masina poate analiza variantele
cele mai bune pentru mai mult de 3 mutéri. Se poate, de asemenca, folosi o
alld scard pentru aprecierca numirului de puncte. In functie de tactica
adoptatd se schimbi ,,stilul de joc” al masinii.

** In partidele jucate de ceimaibuni maestri ai sahului sint previzute
combinatii pentru 10 si chiar mai multe mutari,
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De data aceasta, nu veti obtine rezultatul asteptat.
Numirul scris este mic, mai mic -chiar decit 222. Intr-
adevir : nu am scris decit 2¢, adica 16.

Numirul cel mai mare care poate fi format cu ajutorul
a trei cifre de 2 nu este nici 222 §i nici 222 (adicid 484), ci

22— 1 194 304.

Exemplul este foarte instructiv. El arati ¢d in mate-
matici este periculos si se procedeze prin analogie, deoa-
rece aceasta poate duce uneori la concluzii gresite.

Cu ajutorul a trei cifre de 3

Problemi

Acum, cred cd veti fi prudenti in rezolvarea urmi-
toarei probleme :

Si se scrie cu ajutorul a trei cifre de 3, fird a folosi
semne de operatii, cel mai mare numair posibil.

Rezolvare

Asezarea cifrelor in trei etaje nu duce nici de data
aceasta la rezultatul dorit, deoarece :

33 . o 027 . A 33
3%, adicii 3%, este mai mic decit 3.

Aceastid ultimi agezare da rispunsul la problemi.

Cu ajutorul a trei cifre de 4

Problemi

Sé se scrie cel mai mare numér posibil cu ajutorul a
trei cifre de 4, fiard a folosi semne de operatii.

Rezolvare

Dacd in cazul de fatd veti proceda dupid modelul
celor doud probleme precedente, adica veti da raspunsul

444

Y
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veti gresi, deoarece de data aceasta agezarea cifrelor in trei
etaje

4t
este cea care di numdirul (el mai mare. Intr- ade\ ar,
44 = 256, iar 42% este mai mare decit 444

Cu ajutorul a trei eifre identice

Sé incercim sd patrundem in esenta acestui fenomen
neastéptat si sd stabilim de ce unele cifre, atunci cind sint
agezate in trei etaje, dau nagtere la numere uriase, iar
altele — nu. Si analizdm cazul general.

Sd se scrie cu ajutorul a trei cifre identice, fari a folosi
semnele operatiilor, cel mai mare numéir posibil.

S84 notdm cifra cu litera a. Asezarii

222’ 333’ 444

fi corespunde reprezentarea :

alle+a  adicd allae.

Cit priveste agezarea in trei etape, accasta va fi de
forma :

at .

S4 determinam pentru ce valoare a lui @ va da ultimul
mod de agezare un numair mai mare decit primul. Deoarece
baza ambelor expresii este aceeasi, valoarea mai mare o va
avea expresia cu exponentul mai mare. Dar cind avem :

a > 11 a?

S4 impdrtim ambii membri ai inegalitdtii prin a.
Obtinem :

Observim ci a? ~ ' este mai mare ca 11 numai in cazul
cind @ este mai mare decit 3, deoarece :
44 -1>11,
iar
32 gi 21
sint mai mici decit 11,
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Acum se explici surprizele pe care le-am intilnit in
rezolvarea problemelor precedente : pentru cifrele 2 gi 3
trebuie sd adoptdm un mod de asezare, iar pentru cifra 4
si celelalte cifre mai mari — un altul.

Cu ajutorul a patru cifre de 1

Problemi

S& se scrie numérul cel mai mare posibil cu ajutorul a
patru cifre de 1 fiard a folosi semnele operatiilor mate-
niatice.

Rezolvare
Numirul 1111, care ne vine indatd in minte, nu ris-
punde cerintelor problemei, deoarece
111

este mult mai mare. Este prea greu si calculim acest
numar inmultind pe 11 de 10 ori cu el insugi. Dar el poate
fi ugor evaluat cu ajutorul tabelelor de logaritmi.

/aloarea sa intrece 285 de miliarde §i, prin urmare,
este mai mare decit 1111 de 25 000 000 de ori.

Cu ajutorul a patru ciire de 2

Prohlemi

Si facem un pas mai departe in dezvoltarea proble-
melor de tipul considerat si si abordim problema pentru
cazul a patru cifre de 2.

Pentru ce asezare formeaza patru cifre de 2 cel mai
mare numar posibil ?

Rezolvare

Sint posibile 8 combinatii :
’ 2222, 2222, 2222, 9222,
22 222 22 22
2027 0228 92T 922

Care este cel mai mare dintre aceste numere ?
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84 analizdm mai intii primul rind, adicid numerele asge-
zate in doud etaje.

Primul numir — 2222 — este mai mic decit celelalte
trei. Pentru a compara numerele

2292 gj 2922,
vom transforma cel de-al doilea numir :
2222 — 222 .11 = (222)11 = 48411,

Numairul obtinut este mai mare decit 2222, deoarece
pentru 4841 atit baza cit §i exponentul sint mai mari decit
pentru numirul 2222,

S4 comparim numerele 2222 §i 2222, Pentru aceasta si-1
inlocuim pe 2222 cu un numir mai mare, 3222 §i si
demonstrim ci si acest numir mai mare este mai mic
decit 2222,

Intr-adevir,

3222 — (25)22 = 2110 .

si exponentul este mai mic decit 222.

Cel mai mare numir din primul rind considerat
este 2222,

Acum ne riamine si& comparim intre ele cinci numere :
cel obtinut mai inainte i urmitoarele patru :

20%° 922% 92% 92¥

Ultimul numir, egal cu 26, iese imediat din compe-

titie. Mai departe, numirul 22%° egal cu 224 este mai mic
decit 32% sau 22, dacid este mai mic decit urmitoarele
dousi numere (222° i’ 22*). Rémine doar si comparim intre
ele trei numere, fiecare din ele reprezentind o putere a lui 2.
Este clar ci va fi mai mare acela dintre numere al cdrui
exponent este mai mare. Dintre cei trei exponenti :

202, 484 §i 22042 (= 210.2. 92 108.4),

ultimul este cel mai mare.
Deci, numarul cel mai mare, care poate fi scris cu
ajutorul a patru cifre de 2, este:

o0
02
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Fird a folosi tabelele de logaritmi, ne putem forma o
idee despre valoarea acestui numér cu ajutorul aproxi-
matiei :

210 2= 1000,
{ntr-adevir, ,
222 — 920 .92 ~1 - 106’
2222;: anoonnn — (210 ) 400 000 > 10 1200000.

Deci acest numéir este format din peste 1 milion de cifre.



CAPITOLUL IT1

LIMBAJUL ALGEBRIC

Arta de a forma ecuatii

Limbajul algebric este compus din ecuatii.

,»Ca si putem rezolva o problemd privind numerele sau
relatiile intre mérimile abstracte, este suficient si tra-
ducem problema dati din limba materni (vorbirea curenti)
in limbaj algebric’’, scria marele Newton in manualul siu
intitulat Aritmetica universald. El a ardtat prin exemple
cum se face o asemenea transpunere. Iati unul dintre ele :

In vorbirea curenti

In limbaj algebric

Un negustor posedi o suma de bani. T
In primul an el a cheltuit 100 lire
sterline. x — 100
La suma rimasi a adiugat a treia (x — 100) + x—100 _ 4z — 400
parte din accasta. ’ 3
In anul urmitor a cheltuit din nou | 4% — 400 0 4z — 700

100 lire sterline

Apoi si-a mirit suma rimasa cua

4 x — 700 n 4x—-700 16x—2800

treia parte din valoarea ei 3 9 9
In al treilea an a cheltuit din nou 16x — 2800 100 = 16z — 3700
100 de lire sterline. 9
16x — 3700 n 16z — 3700 _
Dupid cea a mai addugat la suma 9 27
rimasa a treia parte din valoa-
rea ei. _ 64z — 14 800
27
Capitalul lui s-a dublat fata de cel 64x — 14800,
initial. 27
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Pentru aflarea capitalului initial al negustorului, ri-
mine s rezolvim aceastd din urméa ecuatie.

in general, rezolvarea ecuatiilor nu este un lucru
greu ; mai dificili este alciituirea lor dupd datele pro-
l)lemel Dupi cum vedeti, arta de a construi ecuatii se
reduce intr-adevir la iscusinta de a transpune o problema,
din vorbirea curenti in limbaj algebric. Transpunerea
textului in ecuatii poate fi mai ugoard sau mai grea, dupd
cum vé veti convinge din cele citeva exemple ce vor urma
relative la compunerea ccunatiilor de gradul I.

- Viata lui Diofant

Problemi

Din istorie se cunosc putine date privitoare la biografia
lui Diofant, celebru matematician al antichititii. Tot ce
se stie despre el s-a aflat din epitaful sdu, scris sub forma
unei probleme matomatloe Redim mai jos acest epitaf :

In vorhirea curenti In limbaj algebric

Cilidtorule ! Aci se odihnesc osemintele lui Dio-
fant. §i numerele pot, o minune, si spuni cit x
i-a fost pe pimint drumul vietii

Partea a sasea din drumul acesta s-a scurs in
fericita sa copilirie

A mai trecut a 12-a parte din viata. dupa ce ii
diaduserd tuleicle pe fati

A saptea parte, Diofant si-o petrecuse in cdsi-
lorie, fira copii

\ll& Ela :IH

Au trecut tnca 5 ani; el a fost fericit de nasterea
primului siu fiu,

citruia destinul i-a hjirazit pe pamint doar juma-
tate din viata scnind in comparatie cu a pirin- —
telui sdu 2

Si-n mthnire adinea si-a incheiat batrinut drumul
vietii, supraviefuind cu patru ani fiului siu

I-
+

Spune, ce virstd avea
Cind a intimpinat Diofant moartea ¢

8~ e 1084
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Rezolvaré

Rezolvind ecuatia si gisind ¢ = 84, aflim urmitoarele
date din biografia lui Diofant: s-a cédsitorit la 21 de ani,
la 38 de ani a devenit tatd, la 80 de ani si-a pierdut fiul
si a murit in virsti de 84 de ani.

Calul si eatirul

Problema

Iatd ined o problemd simpld, din timpuri strivechi,
care poate fi ugor transpusi in limbaj algebric.

,,Un cal i un catir pigeau aldturi avind fiecare in
spate cite o povarid. Calul se: vdita de greutatea poverii
sale. «De ce te vaieti? 1-a intrebat catirul. Dacd ag lua
de la tine un sae, povara mea ar deveni de doué ori mai
grea decit a ta. Iar daci tu ai lua un sac de pe spinarea
mea, povara ta ar deveni egali cu a mear.

Spuneti, matematicieni intelepti, citi saci ducea calul
gi eiti catirul 2.

Rezolvare
Dacii as lua de la tine un sac, T -1
povara mea y+1
ar deveni de doud ori mai grea decit a ta y+1=2(x—1)
Iar dacad tu ai lua un sac de pe spinarea mea, y—1
povara ta x4+ 1
ar deveni egald cu a mea y -1=2x2+1
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Am redus problema la un sistem de ecuatii cu doud
necunoscute :

y—1l=z+1

'y.*..1=2(a:—1) 2z —y=3
sau
y—x=2.

)

Rezolvind acest sistem, aflim: ¢ =5, y = 7. Calul
ducea 5 saci, iar catirul — 7.

Patru frati
Problemi

Patru frati aveau impreunéd 45 ruble. Dacid suma pe
care o avea primul frate s-ar miri cu 2 ruble, cea a celui
de-al doilea frate s-ar micgora cu 2 ruble, cea a celui de-al
treilea s-ar dubla, iar suma celui de-al patrulea s-ar mic-
sora de doui ori, atunci fiecare frate ar avea aceeagi sumi
de bani. Cite ruble avea fiecare in parte la inceput ?

Rezolvare

Gei patru frati au impreuni 45 de ruble r4+y+z+t=4>5

| Daca suma primului frate s-ar.miri cu 2
ruble, : x 9

suma celui de-al doilea frate s-ar micsora cu

2 ruble, . y—2
suma cclui de-al treilea s-ar dubla 2z
[
si suma celui dec-al patrulea s-ar micsora t
de douéd ori . DY

. . N - .
Fiecare frale ar avea aceeasi suma de bani T+ 2=y-2= 2=




Si scriem aceste egalititi din urmd sub forma de trei
ecunatii :
2=y -2
T+ 2=2z

T+ 2= —t——
2

de unde :

Substituind lui @, y, 2z aceste expresii in prima ecuatie.
obtinem :

T+ 2
r+ x4+

T

+ 22 + 4= 45,

de unde a = 8. Mai departe obtinem: y =12, z =5,
t = 20. Deci primul frate avea 8 ruble, al doilea, 12, al
treilea, 5 si al patrulea, 20 de ruble.

Pisirile de pe malurile unui riu

Problemit

La un matematician arab din secolul al XTI-lea gisim
urmatoarea problema :

,,P’e malurile unui riu cresc, fatd in fata, dci pahmerl.
Tniltimea unui palmier este de 30 de coti * si a celuilalt —
de 20 de coti, distanta dintre palmieri fiind de 50 de coti.
Pe virful fiecidrui palmier sti cite o pasidre. La un moment
dat, ambele pasiri au observat un peste care a aparut
la suprafata apei intre cei doi palmieri; ele s-au repezit
deodatd asupra pestelui i l-au ajuns in acelasi timp (fig. 4).

*1 cot33 cem — N.T.

36



e
L. 77
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Fig. 4
La ce distantd de palmierul mai inalt a apérut pestele 2
Rezolvare
Din fig. 5, folosind teorema lui Pitagora, ob’ginei11:
AL = 30° + a2, ACE = 20° 4 (50 — w2

Dar AB = A(C, deoarece ambele pisiri au parcurs
iwceste distante in acelagi timp. De aceea,

- 30% + a? = 20% 4 (50 — x)3.

Desficind parantezele
§i facind reducerile, obti-

N \
nem ecuatia de gradul I \
: \ C
100z = 2000, N -

de unde : \\ et

T = 20. AN /’/

- . v \ 4
Pestele a aparut la o distantd \A L7

o . P x N7 50—

de 20 de coti de palmierul : <
mai inalt, Fig. 5 .
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O plimbare pe jos
Problem:i

— Poftiti miine pe la minc — zise bétrinul doctor
unui prieten al siu.

— Vi multumese. Voi pleca de acasa la ora trei. Dacd
si dv. intentionati sd faceti o plimbare, iegiti din casi la
aceeasi ord si ne vom intilni la jumitatea drumului.

— Dv. uitati cd eu sint om bitrin §i nu pot face mai
mult de 3 km pe ord, in timp ce dv. puteti parcurge usor
4 km. Cred ci ar fi cazul s& méi avantajati putin.

— Aveti dreptate. Dat fiind ci eu fac cu 1 km pe ora
mai mult decit dv., pentru a nivela conditiile, vi dau
acest kilometru, adici voi iegi din casd cu un sfert de ori
mai devreme. Vi este suficient ?

— E foarte amabil din partea dv. — se gribi si-i
raspundd batrinul.

A doua zi, conform intelegerii din.ajun tindrul a plecat
de acasd la ora trei firi un sfert si s-a indreptat spre
locuinta doctorului, mergind cu 4 km pe orid. Doctorul a
plecat de acasi la ora 3 fix §i a mers cu 3 km pe ori. Cind
batrinul §i tindrul s-au intilnit, ei s-au indreptat impreuni
spre locuinta doctorului.

Intorcindu-se acasd, tinirul si-a dat seama eci, acor-
dind doctorului sfertul de orid respectiv, el a parcurs in
total o distantd nu de doud ori, ci de patru ori mai mare
decit doctorul. La ce distantd de casa doctorului se afla
locuinta tindrului ?

Rezolvare

S4 notdm distanta intre cele doud case cu z (km).
Tindrul a parcurs in total o distantd de 2z, iar doc-

torul — de patru ori mai putin, adici % . Pinj la intilnire,
doctorul a ficut jumitate din drumul parcurs de el,
adici % ,iar tindrul —restul de drum,adicé % . Doctorul a

A T . Al v A 3T
parcurs partea sa de drum in 5 Ore, lar tindrul —in T6 OTes

mai gtim cd tindrul pornise la drum cu un sfert de ord
inaintea doctorului.
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Obtinem ecuatia :

de unde : > = 2.4 km.
Locuinta tindrului se afla la o distantd de 2,4 km de
caxa doctorului.

Echipa de cosasi

In amintivile sale despre L. N. Tolstoi, cunoscutul
fizician A. V. Tingher vorbeste despre urméitoarea pro-
blemd, care plicea foarte mult marelui scriitor :

,O echipd de cosasi trebuia si coseascd doud izlazuri
din care unul de doud ori mai mare decit celdlalt. O jumi-

tate de zi, echipa a cosit izlazul cel mare. Dupd aceea
¢a s-a fmpdrtit in doud pdrti egale : prima jumitate a
rimas s& coseasd mai departe izlazul mare, pe care l-a
terminat ping seara ; a doua jumitate a trecut pe izlazul
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mic, unde a cosit pind seara fird si-1 termine, riminind
o suprafatd pe care ulterior un cosas a cosit-o intr-o zi.
Citi cosayi au fost in cechipa ?2”

Rezolvare

in cazul dat, in afari de necunoscuta principali —
numirul cosagilor — pe care o vom nota cu z, mai intro-
ducem o necunoscutd auxiliard — suprafata pe care o
coseste un cosas intr-o zi — pe care o notim cu y. Cu toate
cd nu sc cere determinarea acestei necunoscute, cu ajutorul
ei vom putea afla mai ujor necunoscuta principalda z. Si
exprimam suprafata izlazului mare cu ajutorul lui z §i ¥.
Acest izlaz 1-au cosit o jumitate de zi x cosasi ; ei au cosit

< 1 Ty

o suprafatd de = - SY=

Suprafata a fost cositd in a doua jumitate de zi de

£ . .
-, cosasl, ‘are au cosit

1 Xy

— U=

2 4

O

Deoarece pind scara izlazul mare a fost terminat,
suprafata lui este egald cu:

Sa trecem acum la izlazul mic, a edrui suprafatd o vom
exprima, de asemenca, cu ajutorul lui z si y. O jumitate de

. T . . v

zi au lucrat la el - cosayi, care au cosit o suprafatd de
T 1 Ty \. w w «

S Y= S4 addugdm la aceasta lotul rimas, egal

cu y (suprafata cositd de un cosas intr-o zi), i vom obtine
suprafata izlazului mic :

vy oyt ly

— +y
1
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Ne rdmine si transpunem in limbajul algebric fraza
,Drimul izlaz este de dou#d ori mai mare decit cel de-al
doilea” i ecuatia este construitd : :

3z g 4 3a
2y n 2

4 4 xy + 4y

Simplificind fractia cu y, aceastd necunoscutd auxi-
liard se elimind g§i ecuatia capitd forma :

3x

= 2, saudx = 2x + 8,
x4+ 4
de unde « = 8.

In echipd au lucrat, deci, 8 cosasi.

Dupi publicarea primei editii a Algebrei distractive,
profesorul A. V. Tingher mi-a ficut o interesanti comuni-
care in legdturi cu aceastd problemid. Dupid pidrerea sa,
efectul principal al problemei constd in aceea ci ,,ea nu
este de loc algebricd, ci aritmeticd, si incd foarte simpla,
dificild numai prin forma sa mai putin obignuitd’’.

,,Istoricul acestei probleme este urmétorul — continui
mai departe profesorul A. V. Tingher. La Facultatea de
medicing a Universitdtii din Moscova, in perioada cind au
studiat tatdl §i unchiul meu, I. I. Raevski (prieten intim
al lui L. Tolstoi), intre alte discipline se preda i pedagogia.
Pe lingd universitate exista o gcoald de aplicatie, unde, sub
indrumarea unor profesori cu experientd, studentii tineau
lectii deschise. Printre colegii lui Tingher §i Raevski,
a fost si un oarecare Petrov — un tinir foarte capabil si
original. Petrov (care a murit foarte tinir — se pare de
tuberculozi) afirma cé la lectiile de aritmeticd pedagogii ii
limiteaza pe elevi, dindu-le si rezolve numai probleme tip
si numai dupé aceleagi metode. Pentru a demonstra justetea
afirmatiei sale, Petrov inventa probleme care, fiind formu-
late intr-un mod original, diferit de cel al problemelor tip,
ii incured pe ,,pedagogii iscusiti §i cu experientd’’, dar care
adesea erau rezolvate destul de usor de elevii mai capabili,
care vedeau 5i alte cdi de rezolvare a problemelor in afara
metodelor de predare gregite. Din categoria acestor pro-
bleme face parte §i aceea despre echipa de cosagi. Se
intelege c& invitatorii cu experientd o rezolvau ugor cu
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ajutorul ecuatiei, dar rezolvarea

7, simpld, aritmeticd, le scidpa. Cu

7 . toate acestea, problema este atit
de simpld, incit nu este nevoie de
algebri pentru rezolvarea ei.

7 Dacé pe izlazul mare a lucrat

3 75 o jumétate de zi intreaga echipa si

o jumitate de zi numai o jumi-
tate din'echipd, este clar cd, intr-o
7 7 jumitate de zi, ofjumitate din

- 1o .
« echipd cosegte ;dm izlaz. Prin

N

urmare, pe izlazul mic a rdmas ne-
. < 1 1 1
cositd o suprafatd de Pt
: : 6

Fig. 7 h

< . N T L
Daci un cosay cosesteintr-o zi - din izlaz, iar in total
6

«
p

a fost cosit % - 5= —:; , reiese cd, in total,au fost 8 cosayi.

Tolstoi, ciruia ii pliceau problemele ingenioase dar nu
prea complicate, cunostea aceasti problemid de la tatil
meu incd din tinerete. Cind am discutat cu Tolstoi, deja
béatrin, despre problema daté, scriitorul s-a amuzat mult
aflind cd problema devine mult mai clari si mai transpa-
rentd dacd se folosegte schema simpla din fig. 7.

In cele ce vor urma, vom mai intilni citeva probleme
care pot fi rezolvate mult mai ugor aritmetic decit algebric.

Vacile de pe lunea

Problemi

,,In studiul gtiintelor, problemele sint mai utile decit
regulile’’ — seria Newton in cartea sa Aritmetica universald,
gi-si insotea demonstratiile teoretice cu o serie de exemple
practice. Printre aceste exercitii se numiri §i problema,
prima din seria de probleme originale, referitoare la vacile
care pasc pe o luncd aseménitoare celei de mai jos :

,,Pe intreaga intindere a luncii, iarba cregte uniform
§i la fel de repede. Stiind ci 70 de vaci ar putea pasgte
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aceastd iarba in 24 de zile, iar 30 de vaci -— in 60 de zile,
cite vaci ar fi pascut iarba de pe lunci in 96 de zile”’.

Aceastd problemi a servit drept subiect pentru o
schitd umoristicd care aminteste de Meditatorul lni Cehov.
Doi oameni maturi, rude ale unui elev care trebuia si
rezolve aceastd problemi, incearcé ei s o faca fara rezultat
§i stau nedumeriti :

— Este ceva ciudat, spune unul dintre ei, dacd in 24
de zile 70 de vaci pasc toatd iarba de pe luncéi, atuneci cite
vaci o vor paste in 96 de zile ? Desigur 1/4 din 70, adici
17 1/2 vaci...Prima absurditate! Iat-o i pe a doua:
30 de vaci pasc iarba in 60 de zile ; cite vaci ar paste-o in
96 de zile? Tese si mai prost: 18 si 3/4 vaci. Afard de
aceasta : dacdi 70 de vaci pasc iarba in 24 de zile, atunci
30 de vaci o pasc in 56 de zile 3i nicidecum in 60, asa cumn
afirmé problema.

— Dar ati tinut seama céd iarba creste tot timpul?
intreabéd celdlalt.

Observatia este justd :iarba creste continuu si dacéd nu
vom tine seamd de acest fapt, nu numai ci nu vom putea
rezolva problema, dar si enuntul ne va pirea contra-
dictoriu.

Deci, in ce fel se rezolvi problema ?
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Rezolvare

Si de data aceasta vom introduce o necunoscutd auxi-
liard, v, prin care vom nota cregterea cantititii de iarba in
24 de ore. Deci, dacd in 24 de ore creste o cantitate de
larbé egald cu vy, in 24 de zile aceastd crestere va fi egald
cu 24 y; notind cu 1 cantitatea totald de iarbi existentd
pe lunca in momentul initial, rezultd cd in 24 de zile vacile
vor paste

1+ 24y.
Tn 24 de ore, intreaga circadd (compusi din 70 de vaci) va
paste
[} 11 21y
21
far o singurd vaci va paste :
1 -- 21y .

24 - 70
Rationind ca mai sus, putem demonstra ci, daci 30 de
vaci ar fi piscut iarba din aceeasi luncéd in 60 de zile, o vaci
paste intr-o zi:

1+ 60y

30 - 60

Dar cantitatea de iarbd pe care o paste o vaca intr-o
zi este aceeagi in-cazul ambelor cirezi. Deci vom avea :
1+24y 1460y

24 - 70 30 - 60

de unde :

y=—.
480

Aflindu-l pe y (cresterea cantititii de iarba in 24 de
ore), este usor s determinidm a cita parte din cantitatea

initiald de iarbd pagte o vacd intr-o zi: CoL
1
14+21 ——
1+21y 480 1
24 - 70 24 - 70 1600



In sfirgit, si alcituim ecuatia necesars rezolvirii coms:
plete a problemei : daci notim cu z numirul vacilor care
ar fi putut paste intreaga iarbd de pe lunci in 96 de zile,
rezultd cd :

1
+ 06 - —
. 480 1

= >

96 x 1600

de unde x = 20.
20 de vaci ar fi piascut iarba in 96 de zile.

Problema lni Newton

S4 analizim acum problema lui Newton, dupi mo-
delul cireia a fost compusi problema precedenta.

De altfel, aceasti problemi n-a fost inventatd de
Newton, ea este produsul creatiei matematice populare.

,,Trei lunci, acoperite cu iarbé de aceeasi desime i cu

aceeasi vitezd de crestere, au urmétoarele arii : ! Tha,

10 ha si 24 ha. Prima luncé a hranit 12 boi timp de 4 sidp-
tdmini ; a doua, 21 de boi timp de 9 siptdmini. Citi boi
poate hriini a treia luned timp de 18 sdptamini ?

Rezolvare

S4 introducem necunoscuta auxiliard y, care repre-
zintd cantitatea cu care cregte intr-o saptdmind cantitatea
initiald de iarbd de pe 1 ha. Pe prima luncé, in interval de o
sdptdmind, sporul cantititii de iarba care a existat initial

1 . o Sos A s
este de 3 — y, iar in interval de patru sidptdmini,
3

1 40 . NI <
3 —y -4 =7 y. Acelasi lucru s-ar intimpla daci am

presupune cd aria initiald a 1unou se mireste si devine
egald cn:
1 40
3—+ —y)
3 3

hectare. Cu alte cuvinte, beii au mincat atita iarbid citd
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< & s 1
existd intr-o luncd cu o arie de (3—3- +—3—1) ha. intr-o
. ex o a . . 1 .. . . .
siptdmind, 12 boi au mincat Idm aceasti cantitate, iar

1 . . S <
un bou, yry parte, deci cantitatea de iarbd existentd pe

o suprafatd de

(3_1_ . 40y 48— 10 + 40y
3 3 144

hectare.
Prin aceeagi metodd calculim suprafata luncii care

hréineste un bou timp de o siptimini (din datele privind
lunca a doua).

intr-o siptamina sporul la 1 ha= y,
in 9 saptamini sporul la 1 ha= 9y,
In 9 saptamini sporul la 10 ha = 90y.

Suprafata luncii, care contine rezerva de iarbé necesaré
pentru a hrini 21 de boi timp de 9 sidptdmini, este astfel
egald cu

10 + 90y.

Deci, suprafata necesard pentru a hréni un bou timp
de o saptimind este de :

10 + 90y 10 + 90y
9 - 21 189

hectare. Cum cele doué norme de hrinire trebuie si fie
egale intre ele, rezulti :

10 + 40y 10 4 90y
144 189
1
Rezolvind aceastéd ecuatie, obtinem : y ="
Sd determiniam acum suprafata luncii, a cirei canti-
tate de iarbd este suficientd pentru hrinirea unui bou
timp de o siptdming :
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hectare. In sfirsit, sa trecem.la rezolvarea probiemei.
Notind numirul de boi cdutat prin x, avem :

o1

12 5

18 x 51

’

de unde x = 36. A treia luncé poate hrani timp de 18 sip-
tamini 36 de boi.

Permutarea acelor unui ceasornie

Prohlema

A. Moskowski, biograful gi prietenul celebrului fizician
A. Einstein, dorind si-gi distreze prietenul pe cind acesta
era bolnav, i-a propus urmitoarea problema (fig. 9):

598 ludm — a spus Moskowski — pozitia acelor de
ceasornic la ora 12. Daci in aceastd pozitie orarul i minu-
tarul gi-ar fi schimbat reciproc pozitiile, ar indica totusi
ora exactii. In alte momente, de pilda la ora 6, schimbarea
reciprocd a pozitiei arititoarelor ar duce la o situnatie
absurdi, inadmisibild la un ceas care merge normal :
minutarul nu poate sé arate 6, atunci cind orarul indica 12.
Apare intrebarea : cind §i cit de des acele unui ceasornic
ocupid o astfel de pozitie, incit inlocuind un ac prin celilalt
obtinem o solutie noué, posibild pentru un ceasornic care
merge normal ?

— Da, rispunse Kinstein, aceasta este o problemi
foarte interesantsi pentru un om care, din cauza bolii,
este nevoit si stea in pat : destul de interesantéd §i nu prea
ugoard. Ma tem insd céi distractia nu va dura prea mult;
am gi gisit calea de rezolvare.

$i, ridicindu-se din pat, schitd in citeva trasituri o
schemi care reprezenta conditiile problemei. Pentru gésirea
solutiei nu i-a trebuit mai mult timp decit mi-a trebuit mie
pentru formularea ei...”’ .

Cum se rezolvd aceastd problemad?



Rezolvare

Vom miésura distantele
acelor pe cercul cadranului de
la pozitia cifrei 12,1n saizeci de
zecimi din 60 de circumferinte.

S4 presupunem ci una
din pozitiile cerute ale acelor
a fost inregistratd la un mo-
ment, in care — acul orar s-a
deplasat de la cifra 12 cu @
diviziuni, iar minutarul — cu

Fig. 9 9 diviziuni. Deoarece acul orar
parcurge cele 60 de diviziuni
in 12 ore, deci 5 diviziuni pe ord, urmeazi ci z diviziuni

vor fi parcurse in ~ ore. Minutarul a parcurs y diviziuni

\

A . e w a ) .
in decurs de y minute, adicd in 2 ore. Cu alte cuvinte,

60
: - A . . ] Py -
minutarul a fost_in dreptul cifrei 12 en ——- ore in urma,
- 60
sau cu :
z oy
5 60
ore dupii ce ambele ace erau situate in dreptul cifrei 12.
Acesta este un numdr intreg (cuprins intre 0 i 11), deoarece
clindicd cite ore intregi au trecut dupd 12.

Dupéd schimbarea reciproci a pozitiilor acelor, vom
gési, in mod analog, ci de la ora 12 pini la ora indicata
de ace au trecut

y =
5 60
ore intregi. Acesta este, de asemenea, un numér intreg
(cuprins intre 0 i 11).
Avem sistemul de ecuatii :

Y
H 60
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unde m i n sint numere intregi, care iau valori intre 0 gi
11. Rezolvind acest sistem obtinem :

v 60 (12 m —,Ln)’
143

_ 60 (12n -+ m)

T

Atribuind lui m §i » valori de 1a 0la 11, vom determina
toate pozitiile cerute ale acelor. Deoarece oricare din cele
12 valori ale lui m poate fi asociatd cu oricare din cele
12 valori ale lui n, s-ar pirea cd numairul total al solutiilor
este egal cu 12 -12 = 144. In realitate inssi, acest numir
este egal cu 143, deoarece la m = 0, n = 0 §i la m = 11,
n = 11, pozitia acelor este aceeasi.

La m =11, n =11, avem:

x = 60, y = 60,

adicd ceasornicul indicd ora 12, la fel ca si in cazul in care
m=0,n=0.
Nu vom analiza aci toate pozitiile posibile ale acelor ;
ne vom limita doar la douid dintre ele.
Primul exemplu :
m =1, n=1;

- . < .- 5 . .
adicd ceasornicul aratd ora 1l si 5 I minute ; in acest mo-
1

ment acele se suprapun ; se intelege cd ele igi pot schimba
pozitiile reciproc (ca si in toate celelalte cazuri de supra-
punere a acelor).

Al doilea exemplu :

m=38, n=35;
54 12- 90(8 +12-5
2= S0GH12:8) 4y g = WEHI2'9)

143 143

X 28,53.

Momentele corespunziitoare : ora 8 si 28,53 de minute
si ora b §i 42,38 de minute.

Numirul de solutii il cunoagtem : 143. Pentru a afla
{oate punctele de pe cadran care indicd pozitiile cerute
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ale acelor, trebuie si impdrtim circumferinta cadranului
in 143 pérti egale ; vom obtine 143 puncte (cele ciutate).
In punctele lntermedlare, pontule cerute ale acelor sint
imposibile.

Coincidenta acelor unui ceasornie

Problemii

De cite ori orarul §i minutarul unui ceasornic, care
functioneazi normal, se suprapun?

Rezolvare

Putem s& folosim ecuatiile deduse la rezolvarea
problemei precedente : intr-adevér, atunci cind orarul si
minutarul s-au suprapus, pozitiile lor pot fi schimbate
reciproc fird a modifica ora exacti. Tn acest caz, ambele
ace au parcurs acelagi numéar de diviziuni de la cifra 12,
adici x = y. Astfel, din rationamentul problemei pre-
cedente deducem N-lla,tia:

unde m este un numir intreg cuprins intre 0 gi 11. Din
aceasti ecuatie obtinem :
60 m

11

Dintre cele 12 valori posibile ale lui m, vom obtine nu
12 ci numai 11 pozitii diferite ale acelor, deoarece pentru
m = 11, ¢ = 60, adici ambele ace au parcurs 60 de divi-
ziuni §i se afld in dreptul cifrei 12 ; acelasi lucru se intimpld
cind m = 0.

Cei sapte jueitori
Problemii

Sapte jucitori s-au invoit ca cel care va pierde partida
sé plateascd celorlalti o sumé de bani echivalentd cu cea
pe care o posedd persoana respectivi — cu alte cuvinte
sd dubleze banii fiecdrui partener.

i
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Au jucat sapte partide. Ficcare a pierdut cite una.

Dupd terminarea jocului, au socotit citi bani au
fiecare. S-a aflat cd toti aveau aceeasi sumi — 12 ruble
si 80 de copeici.

Citi bani poseda ficcare Jucator la inceputul jocului?

Rezolvare

Desi pare complicatd, problema se rezolvi destul de
usor, avind in vedere ci in timpul jocului suma totald de
bani rdminea invariabild : banii nu ficeau decit si treacid
din buzunarul unuia in buzunarul altuia. De aici rezulti
ci la inceputul jocului suma totald a fost aceeasi ca §i la
terminarea lui, adici egali cu 7-12,8 ruble.

S4 urmirim cum a variat in procesul jocului suma
de bani a jucdtorului care a pierdut primul.

La inceputul jocului, el poseda « ruble. Pierzind
prima partids, el a plitit celorlalti 6 parteneri suma pe
care o posedau acestia, deci 7-12,8 — 2. Dupd prima
partidd i-a rimas :

r— (7-12,8 — x) = 2x — 7-12,8.
Dupd a doua partidi banii lui s-au dublat, deci
2(2x — 7 - 12,8).
Dupd a treia partidd, s-au dublat din nou
22(2x — 7 - 12,8).
Dupid a patra partidi, s-au dublat din nou
23 (2x — 7 - 12,8).

Dupi partidaa saptea, adicd la terminarea jocului,
el a rimas cu 12,8 ruble; prin urmare :

26 (20 — 7 -12,8) =

S rezolvim aceastd ecuatie :

64 (2 — 7 - 12,8)= 12,8,
2 — 7 -12,8 = 0,2,
22 — 89,6 = 0.2; x= 44,9.
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Deci, la inceputul jocului, primul jucitor poseda 44
de ruble si 90 de copeici.

In acelasi fel procedim pentru a afla banii jucitoru-
lui, care a pierdut al doilea. La inceputul jocului el poseda
9 ruble.

Dupd prima partidd banii lui s-au dublat, deci an
devenit egali cu 2y.

Partida a doua el a pierdut-o §i a plitit celorlalti
suma de 7-12,8 —2y ruble ; deci i-au ramas 2y — (7 -12,8 —
—2y) =4y—T -12,8.

Dupi a treia partidd avea:

2(dy — 7 -12,8).

Dupi a patra :

22 (4y — 7 - 12,8).

Dupid a saptea :

A 25 (4y — 7 +12,8).
Obtinem astfel ecuatia :
25(4y — 7-12,8) = 12,8,
de unde :

y = 22 ruble si 50 copeici.

Réamine ca cititorul si determine sumele de bani pe
care le aveau ceilalti juciatori. Proba problemei o consti-
tuie faptul ca suma totald, la inceputul §i la finele jocului,
trebuie sd rdmind aceeasi.

Absurditate aparenti

Problemi

Iatd o problemi care, la prima vedere, pare cu totul
absurdi :

Cu ce este egal 84, daci 8 -8 =547

Aceastd intrebare curioasi nu este totusi lipsitd de
sens, si problema poate fi rezolvatd cu ajutorul ecuatiilor.

Si cidutdm s-o descifram.
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Rezolvare

V-ati dat seama, desigur, ¢4 numerele ce apar in
probleméa nu sint scrise dupd sistemul zecimal — altfel
intrebarea ,,cu ce este egal 84’ ar fi absurdi. Si presu-
punem ci baza sistemului de numeratie necunoscut este z.
Tn acest caz, numirul 84 inseamny 8 unitati de ordinul al
doilea §i 4 umtagl de ordinul intii adici :

,,84"7 = 8x + 4.

Numirul ,,54”° inseamnd 5z + 4.
Avem ecuatia

8 -8= 5z + 4,
ceea ce in sistemul zecimal inseamni :
64 = 5z + 4,

de unde ¢ = 12. Numerele sint scrise in sistemul cu baza 12
si ,,84’ =8 +12 +4 =100. Inseamns ci daci 8 -8 =
=,,54”, atunci: ,,84’’ = 100.

in mod analog se rezolvé §i o altd probleméi de acest
(l‘en
° Cu ce este egal 100, cind 5 -6 = 33?2

Raspuns : 81 (in sistemul de numeratie in baza 9).

Eecuatia gindeste pentru noi

Daci vd indoiti de faptul cd adeseori ecuatia este
mai previzatoare decit dv. ingivé, rezolvati urmétoarea
problemsj :

,,Tatdl are 32 ani, fiul, 5 ani. Peste citi ani tatil
va fi de 10 ori mai in virstd decit fiul 2’

Si notdm mirimea ciutatd cu x. Dupid « ani, tatdl va
avea 32 + # ani, iar fiul, 5 + @. §i, deoarece la data
ciutatd, tatdl trebuie sa f1e de 10 ori mal in virstd decit
fiul, avem ecuatia :

32 +x=10(5 + x).

Rezolvind-o deducem ci = = —2.
,,Peste minus 2 ani’’ inseamni ,,cu doi ani in urmi’’.

Cind am format ecuatia, nu ne-am gindit la faptul ei in
o
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viitor virsta tatdlui nu va intrece niciodatd virsta fiului
de 10 ori; aceastd sitnatie a fost posibild numai in trecut.
Ecuatia s-a dovedit a fi mai chibzuiti decit noi §i a pus in
evidentd greseala comisi.

Curiozitiiti si surprize

La rezolvarea ecunatiilor ne lovim adesea de rispunsuri
care pot pune in incurcituri pe un matematician neex-
perimentat §i dim citeva exemple :

I. Si se afle un numir format din doui cifre, care si
posede urmitoarele proprietiti : cifra zecilor si fie mai
micd decit cifra unititilor cu 4. Dacd din numéirul format
din aceleasi cifre, dar scris in ordinea inversi, scédem
numirul ciutat, obtinem 27.

Notind mfra zecilor cu x, iar cifra unitdtilor cu vy,
putem usor forma sistemul de ecuatii care si dea solutia
acestei probleme :

rT=y—4,
10y + x) — (10x + y) = 27
Inlocuind in ecuatia a doua valoarea lui 2 scoas#
din prima ecuatie, obtinem :
10y +y—4—-[10@H -4 +yl=

§i, dupd reducerea termenilor asemenea :
36 = 27.
N-am determinat valorile necunoscutelor, in schimb
am aflat cd 36 =27... Ce inseamni aceasta ?
Aceasta inseamnd ci in realitate nu existd un numair
format din doui cifre, care si satisfacd conditiile cerute,

§i cd ecuatiile formate se contrazic. Intr- adevar, inmultind
cu 9 ambii termeni ai primei ecuatii, obtinem :

9y — 9x = 36,

iar din ecuatia a doua (dupi desfacerea parantezelor si
reducerea termenilor asemenea):

9y — 9xr = 27.
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Una si aceeasivaloare 9y —9x, in virtutea primei ecuatii,
este egald cu 36, iar conform ecuatiei a doua, cu 27. Acest
lucru este imposibil, deoarece 36 5 27.

O situatie analogd se prezinti §i pentru cel care
incearcid si rezolve urmitorul sistem de ecuatii :

= 8
2y = 4.
Tmpirtind prima ecuatie la a doua, obtinem :

ry = 2,

dar din compararea ecuatiei obiinute c¢u ccuatia a doua,
observim ci :

adici 4 = 2. Deci nu existd numere care si satisfacd
sistemul dat. (Sistemele de ecuatii, de tipul celor de mai
sus, care nu pot fi rezolvate, se numesc incompatibile.)

II. Dacd modificim putin enuntul problemei pre-
cedente, vom avea o alti surprizi. Si presupunem ci cifra
zecilor este mai mica decit cifra unitdtilor nu cu 4, ci cu 3,
enuntul problemei raminind in rest acelagi. Ce fel de numar
este acesta ?

Sé formdm ecuatia. Dacd notim cifra zecilor cu z,
numérul de unitdti va fi egal cu « + 3. Transpunind
problema in limbaj algebric, obtinem :

10(x + 3) + = — [10z + (z + 3)] = 27.

Efectuind reducerile, ajungem la egalitatea
27 = 27.

Aceastd egalitate este indiscutabil adevirati dar ea
nu ne spune nimic despre valoarea lui z. Oare aceasta
inseamnd ci nu existd numere care s satisfacdi conditiile
problemei ?

Dimpotrivi, aceasta inseamnéd cd ecuatia formata de
noi este o identitate, adici ea este verificatd pentru orice
valoare atribuiti necunoscutei . Intr-adevér, nu este

(]
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greu si ne convingem de faptul cd orice numéir format
din doud cifre, la care cifra unititilor este mai mare decit
cifra zecilor cu 3, posedd proprieti{ile enuntate in pro-
blem3 :

14 4 27 = 41, 47 + 27 = 74,
25 +- 27 = 32, 58 4 27 = 85,
36 + 27 = 63, 69 4 27 = 96!

III. S se afle un numir format din trei cifre care si
posede urmitoarele proprietiti :

1. cifra zecilor si fie 7;

2. cifra sutelor si fie mai micd decit cifra unitdtilor
cu 4; °

3. dacd agezim cifrele acestui numir in ordine in-
versé, si obtinem un numaér cu 396 mai mare decit numérul
ciutat.

Si formadm ecuatia, notind cifra unititilor cu 2:

100z + 70 + z — 4 — [100 (x — 4) - 70 + z] = 396.

Dupi efectuarea reducerilor, aceastd ecuatie conduce
la egalitatea

396 — 396.

Cititorii cunosc deja cum trebuie interpretat un astfel
de rezultat. Aceasta inseamni ci orice numir format din
trei cifre, la care prima cifri este mai mici decit cifra a
treia cu 4*, se miregte cu 396 atunci cind aranjim cifrele
in ordine inversi.

Pini acum am analizat probleme cu un caracter mai
mult sau mai putin artificial, teoretic ; scopul lor a fost
acela de a ajuta formarea deprinderii de a forma §i rezolva
ecuatii. In cele ce vor urma, fiind inarmati, din punct de
vedere teoretic, ne vom ocupa de unele probleme practice
— din domeniul productiei, al victii de toate zilele, al
artei militare, al sportului ete.

* In cazul de fatd, cifra zecilor nu joaci nici un rol.

56



La frizerie

Problema

i este oare necesars frizerului algebra? Dupi cum
veti vedea, da. M-am convins de acest lucru atunci cind,
aflindu-ma la frizerie, responsabilul mi se adresi cu o
rugaminte neagteptata :

— Ne permiteti si vi punem o problemi pe care noi
nu o putem rezolva in nici un fel %

— §i citd solutie am stricat pentru asta ! il completa
un altul.

— In ce consti problema? am intrebat eu.

— Avem doui feluri de api oxigenati, de dous con-
centratii, 309, si 3%. Trebuie s-o amestecim astfel incit
54 obtinem o solutie de 129,. Am incercat diferite combi-
natii §i nu am reusit si aflim proportia corecti. ..

Mi s-a dat o hirtie §i proportia cerutd a fost gisita.
Rezolvarea s-a dovedit a fi foarte simpli. Cum anume ?

Rezolvare

Problema poate fi rezolvatd §i aritmetic, dar liinbajul
algebric ne conduce la un rezultat mai ugor $i mai simplu.
Pentru obtinerea solutiei de 129, se cere si ludm 2 grame
de ap4 oxigenats de 3%, si y grame de 30%. In felul acesta,
prima cantitate va contine 0,03 x grame perhidrol, a doua,
0,3 y grame, iar in total :

0,03z 4 0,3y.
La sfirgitul acestor operatii, trebuie si obtinem (z -+
4 y) grame de solutie, care si continid 0,12 (¢ 4 y) apd
oxigenatd puri.
Avem ecuatia :
0,03z + 0,3y = 0,12 (z + ).

Din aceastd ecuatie rezulti o = 2y, adicd trebuie s&
ludm doud pérti solutie 3%, si o parte solutie 309,.
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Tramvaiul si pietonul

Problema

Mergind de-a lungul unei linii de tramvai, am observat
ci la fiecare 12 minute mé ajunge din urmi un tramvai,
iar la fiecare 4 minute intilnese eu unul. Atit eu, cit si
tramvaiele ne deplasim uniform.

La ce intervale de timp pornesc tramvaiele de la
capetele de linie ?

Rezolvare

Daci tramvaiele pleaci de la capetele de linie la
fiecare x minute, aceasta inseamni ca in locul unde m-am
intilnit cu unul din ele, soseste dupd « minute tramvaiul
urmétor. Atunci cind un tramvai méd ajunge din urmi,
inseamn4 ci in restul timpului de 12 —« minute, el trebuie
sd parcurgdi drumul pe care eu il fac in 12 minute. Deci,
drumul pe care eu il parcurg intr-un minut, tramvaiul

il parcurge in 2= minute.
12
In cazul in care tramvaiul vine in intimpinarea mea,
el mi va intilni la 4 minute dups tramvaiul care l-a pre-
cedat, iar in cele (# —4) minute rimase, el trebuie sé
parcurgi acel drum, pe careeu am reugit si-1 parcurg in 4

minute. Prin urmare, drumul parcurs de mine intr-un
z—4

minut este parcurs de tramvai in minute.

Avem deci ecuatia
12 —x r—4

. 12 4

Rezultd o = 6. Deci, vagoanele pleacdi de la capetele de
linie din ase in gase minute.

Problema poate fi rezolvati si in felul urmitor (pe
cale aritmetici). S4 notim distanta dintre doud tramvaie
succesive prin a. Atunci distanta dintre mine §i tramvaiul

A1 A A . a . .
'pe care il intilnesc se va micgora cu " intr-un minut

(deoarece tramvaiul §i cu mine parcurgem in 4 minute
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distanta dintre tramvaiul care a trecut §i cel urmiitor,
care este egali cu ). In cazul in care un tramvai mi ajunge

. - . A . . a -
din urmi, distanta scade in fiecare minut cu = Sa pre-

supunem acum ci, timp de un minut, eu am mers inainte,
dupd care m-am intors §i am mai mers un minut (adica
m-am intors la locul de unde am plecat). In acest caz,
distanta dintre mine §i tramvaiul pe care l-am intilnit

. . a . A . . a
s-a redus in primul minut cu e iar in al doilea minut (cind
. o . . o a . A )
tramvaiul md ajungea din urmi), cu e Deci, in decurs de

. . a a a .
2 minute, distanta s-a redus cu Y —|~; =" Acelagi

lucru s-ar fi intimplat §i dacid eu as fi stat tot timpul pe loc.
Asadar, dacid nu m-a§ fi migcat din loc timp de un minut
(si nu de doud minute), tramvaiul s-ar fi apropiat de mine

cu%: 2 =%, si el ar fi parcurs intreaga distantd a

in 6 minute. Aceasta inseamné cd, pe lingd un observator
care std pe loc, tramvaiele trec la intervale de 6 minute.

Vaporul si plutele

Problemi

Un vapor plecat din oragul A spre oragul B, situat
mai aproape de gura riului, a parcurs aceastd distanti,
fird oprire, in 5 ore. La intoarcere, mergind impotriva
curentului, a parcurs aceeasi distantd in 7 ore (se considers
ci a dezvoltat aceeasi vitezd proprie §i ci nu a ficut nici
o oprire). In cite ore plutele plecate din 4 ajung in B,
(stiindu-se ci ele se deplaseazi cu viteza de curgere a
apei) ?

Rezolvare
Si notdm cu « timpul (in ore) in care vaporul par-
curge distanta de la 4la B in apa stationari (adici viteza

proprie de deplasare a vaporului), §i cu y timpul in care
plutele parcurg aceasti distantd. Atunci, in timp de o
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ori, vaporulparcurge~dln distanta AB, iar plutele,
y

De aceea, in josul 1'1u1u1 waporul parcurge, in timp de o

ori, l—|——— din distanta A B, iar in susul lui (impotriva
Ty

L1 1 . Coee
curentului), — — —. Dar din enuntul problemei stim cd
y

s

N . . U A
in josul apei vaporul parcurge (intr-o ora);dm intreaga

. < o a .1 . .
distantd, iar in susul ei, - Obtinem sistemul

1 1 1
— - ==
x y 5
1 1
x y 7

Observim ci pentru rezolvarea acestui sistem nu este
nevoie si aducem la acelagi numitor : este suficient si
scidem ecuatia a doua din prima. Obtinem rezultatul :

2 2

==,

y 35
de unde y = 35. Plutele parcurg distania de la 4 la B
in 35 de ore.

Douit culii cu cafea
Problemi
Doué cutii de tabld, umplute cu cafea, au aceeasi

forma si sint executate, din acelagi material. Prima cutie
cintiregte 2 kg si are indltimea de 12 em ; a doua cintéregte

1kg si are indltimea de 9,5 em. Ce cantitate de cafea
contin cele doui cutii?

Rezolvare

S4 notam greutatea continutului cutiei mai mari
cu z, iar a cutiei mai mici cu y. Greutatea proprie a cutiilor
o notim respeetiv cu 2 §i &. Obtinem ecuatiile :

{x+:=2,
y+t=1.
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Deoarece greutdtile continuturilor cutiilor pline sint
proportionale, ca si volumele, cu cuburile indltimilor
cutiilor,* avem :

123

2,02 sau a = 2,02y.
9,53

L

y -

Greutéitile cutiilor goale, fiind proportionale, ca si
suprafetele lor totale, cu patratele indltimilor lor, obtinem :

z 122

{ 9,52

1,60 sau z = 1,60 ¢,

Substituind valorile lui z gi 2 in prima ecuatic, se
obtine sistemul :

f 2,025 + 1,600 = 2,

\ y+ (=1,
Rezolvindu-l, obtinem :

20

y= — = 0,95 { = 0,05,

21
Prin urmare :

r= 1,92, z= 0,08.

Deci, greutatea netd a cafelei din prima cutie cste
de 1,92 kg, iar din a doua de 0,94 kyg.

Serata

Problemii

La o seratd au fost invitate 20 de persoane. Maria
a dansat cu 7 tineri, Olga — cu 8, Veronica — cu 9 i
aga mai departe, pind la Nina, care a dansat cu toti tinerii.
Citi tineri (bdrbati) aun fost la serati?

* Acest raport poate fi folosit numai in cazul in care perelii cutiilor
nu sint prea grosi (deoarcce cele doud suprafete — exterioard si inte-
rioard — ale cutiilor nu sint identice si, afard de aceasta, indl{imea cavi-
tatii interioare a cutiei este de fapt diferita de indlfimea cutici).
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Rezolvare

Dacé alegem bine necunoscuta, problema se rezolvi
foarte simplu. Vom céuta si aflim, in primul rind, numa-
rul fetelor, pe care il vom nota cu x:

Prima, Maria, a dansat cu 6 + 1 tineri,
A doua, Olga, a dansat cu 6 + 2 tineri,
A treia, Veronica a dansat cu 6 + 3 tineri,.
. . . . . . . . . . . . . . . . . A. F .
A z-a, Nina, a dansal cu 6 4 z tineri.
Avem ecuatia :

x4 (6 + x) = 20,
de unde :

x= 1,

deci, numirul bérbatilor a fost:
20 — 7= 13.

Recunoastere maritimi

Problema 1
O navi de recunoagtere a primit misiunea de a cer-
ceta regiunea mirii pe o distantd de 70 mile*, in directia
deplasirii unei escadre. Viteza escadrei era de 15 mile
pe ori, iar viteza navei de recunoastere de 28 mile pe
ori. Se cere si se determine intervalul de timp dupi
care nava de recunoagtere s-a intors la escadri.

Rezolvare

Si notédm numsérul de ore ciutat cu . In acest inter-
val de timp, escadra a parcurs 152 mile, iar nava de
recunoagtere 28z mile. Nava de recunoagtere a strabatut
70 mile, dupd care s-a intors o parte din drum pini a
intilnit escadra care parcursese restul din drumul rimas.

* O mild marind este echivalentd cu 1,852 km (N.T.).
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Fig. 10

Tmpreuni, ele au stribitut un drum de 28z -+ 152 mile,
egal cu 2-70 mile. Rezulti ecuatia
28x 4 15x = 140,
de unde
140 11
= =3 —
43 43
ore. Nava de recunoagtere s-a intors la escadri dupid 3
ore §i 15 minute.

Problema a II-a

Nava de recunoastere trebuie si cerceteze drumul
din fata escadrei in directia deplasirii acesteia, urmind
s4 se intoarcd dupid 3 ore. Dupi cit timp trebuie si por-
neascd inapoi spre escadrd nava de recunoagtere, daci
viteza ei este de 25 noduri*, iar viteza escadrei de 15 noduri?

Rezolvare

S4 presupunem ci nava de recunoagtere trebuie si

porneascd inapoi spre escadri peste x ore; inseamnd ci
ea s8-a depirtat de escadri timp de x ore, iar in intimpi-

* Nodul marin este o unitate de masurd a vitezei vapoarelor echiva-
lentd cu 15,43 m;s. (N.T.).
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harea ei a mers 3 —x ore. Atita timp cit toate navele se
deplasau in aceeasi directie, nava de recunoastere s-a
depdrtat de escadrid, timp de x ore, cu diferenta drumu-
rilor parcurse, adici cu:

25x — 15x = 10x.

La intoarcere, nava de recunoastere a parcurs un
drum egal cu 25 (3 —z) noduri, iar escadra, de 15 (3 —u=x).
Impreuni, escadra si nava de recunoastere au parcurs
102 noduri. Prin urmare,

25 (3 — x) + 15 (3 — ) — 107,
de unde

2
r= 2—"
5

Nava de recunoagtere trebuie si-gi schimbe directia
dupid 2 ore gi 24 minute de la piarisirea escadrei.

Pe Velodrom

Prohlemi

Pe pista circulari a unui velodrom pedaleazi doi
cicligti, cu viteze constante. Mergind in sensuri opuse, ei
se intilnesc la fiecare 10 secunde ; mergind in acelasi sens,
unul dintre ei il ajunge pe celdlalt la fiecare 170 secunde.
Care este viteza fiecdruia dintre cicligti dacd lungimea
pistei este de 170 m?

Rezolvare

Dacéd viteza primului ciclist este egald cu «, atunci
in 10 secunde el parcurge 10 # m. Al doilea ciclist, mergind
in intimpinarea primului, parcurge de la o intilnire la
alta restul drumului, adicd 170—10 z m. Dacd notdm
viteza celui de-al doilea ciclist cu y, distanta parcursi va
fi egald cu 10 y metri, deci

170 — 10x = 10y.
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Atunci cind ciclistii merg in acelagi sens, in 170
secunde primul parcurge 170 z m, iar a] goilea 170 y m.
Dacd primul merge mai repede decit g] doilea, de la o
intilnire la alta, el va parcurge cu un cere mai mult decit
al doilea, adici

170x — 170y = 170.
Ficind simplificirile in ecuatii, obtipnem :
z+y=17, z—y=1,
de unde
r= 9. y= 8 (metri pe seeundyg),

Cursa de motociclete
Problema

La un concurs de motociclete, una din cele trei moto-
ciclete, care au luat startul in acelagi timyp, fjcind pe ori
cu 15 km mai putin decit primagi cu 3 ;naa mult decit
a treia, a sosit la punctul final cu 12 miny¢e dup prima gi
cu 3 minute inaintea celei de-a treia. Curss a fost f3ri
opriri.

Se cere si se determine :

a) Cit de lung a fost drumul?

b) Care a fost viteza fiecirei motociclete ?
c) Care a fost durata de parcurs a fiecirei motociclete ?

Rezolvare

. Desi se cere si se determine sapte valori, ne putem
limita la doud necunoscute, si forma un gigtam e dous
ecuatii cu doud necunoscute.

84 notdm viteza celei de-a doua motociclete cu 2
Tn acest caz, v1teza. primel motociclete vq fi g + 15,
iar a celei de-a treia x—3.

Vom nota lungimea parcursului cu y, Atunci durata
cursei va fi:

pentru prima motocicletd... Y s
415
pentru a doua motocicletd , | A s
x
pentru a treia motocicleta ., K _ ¥
-3

5 — c. 1084
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Stiind ¢4 a doua motocicleti si-a terminat cursa la
12 minute dupd prima (adici la,% ore), obtinem :

. . . . - 1
A treia motocicletd sosind cu 3 minute (adicd cu %
ore) mai tirziu decit a doua, avem :

y y 1

x —3 x 20

Tnmultind a doua ecuatie cu 4 i scizind-o din prima,
obtinem ecuatia :

Y8 {8 ¥Y_,
x x+15 x—3 x

Tmpirtind toti membrii ecuatiei prin y (dupsd cum stim,
aceastd mirime este diferiti de zero) §i scipind de numitori,
obtinem :

(x +15)(x — 3) — x(z — 3) — 4z (x + 15) + 4(x + 15) (z — 3) = 0,

sau, dupi desfacerea parantezelor §i reducerea termenilor
asemenea,
3x — 225 =0,
de unde :
x= 75.

Cunoscindu-1 pe @, il determindm pe y din prima ecuatic :
y y

75 90

1
5 ’
de unde y = 90.
Am determinat astfel vitezele motocicletelor :
90, 75 si 72 km pe ori.
Lungimea intregului parcurs = 90 km.

Tmpirtind lungimea drumului la viteza fiecirei
motociclete, aflim durata parcursului lor:

a primei motociclete . . . . . . . . . 1 ori,
a celei de-a dova . . . . . . . . . . 1 ordasi 12 minute,
a celei de-a treia . . . . . .+« + .+ . 1 orasi15 minute,
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in.felul acesta, am determinat toate cele 7 necu-
noscute.

Viteza medie a unui automobhil
Probhlem:t

Un automobil a parcurs distanta dintre douid orage
mergind cu o vitezi de 60 km pe ori ; la intoarcere insi a
mers cu 40 km pe ord. Care a fost viteza medie a auto-
mobilului ¢

Rezolvare

Simplitatea aparenti a problemei induce pe multi
in eroare. Fird a pitrunde conditiile problemei, ei calcu-
leazd media aritmeticd intre 60 gi 40, adici afli semisuma

60 + 40
2

= b0,

Aceastéd solutie ,,simpld’ ar fi corectd, daci drumul
in ambele directii (dus §i intors) ar fi fost de aceeasi duraté.
Dar este clar ca pentru drumul de .intoarcere (cu o vitezi
mai micd) s-a pierdut mai mult timp decit pentru drumul
la dus. Tinind seama de acest fapt, este evident cd rias-
punsul 50 nu este corect.

Si intr-adevir, ecuatia di alt rdspuns. Nu este greu
s4 formém ecuatia dacd introducem o necunoscutd auxi-
liard — §i anume mirimea I, care reprezinti distanta
dintre orage. Notind viteza medie (cea ciutati) cu 2z,
vom putea scrie ccuatia :

- —

21 l l
fd 60 40

Intrucit 1 este diferit de zero, rezulti e ambii membri
ai ecuatiei pot fi impér{iti prin ! §i obtinem :

2 1 1
Z= 4 =,
T 60 40
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de unde :

Astfel, raspunsul corect este 48 km pe ori, si nu 50.
In cazul in care am fi rezolvat problema dat# in valori
literale (la dus automobilul a mers cu o vitezi de a km pe
ori, iar la intoarcere cu b km pe ori), am fi obtinut ecuatia :
20 1 1
—= <

— _— —_

T a b

de unde rezulti pentru z valoarea

2
1 1
— =

« b

Mirimea x se numegte media armonicd a mirimilor a §i b.

Deci, viteza medie nu este dati de media aritmeticé,
ci de media armonicd a vitezelor de deplasare. Dacd a §i b
sint numere pozitive, media armonica este, intotdeauna,
mai micd decit media aritmeticy :

a—+b
2

’

lucru de care ne-am convins din exemplul numeric (48
este mai mic decit 50).

Masini de ealculat rapide

Vorbind despre ecuatii algebrice in cadrul Algebrei
distractive, nu putem si nu amintim problema rezolvirii
ecuatiilor cu ajutorul maginilor de calculat. Dupd cum am.
spus, maginile de calculat pot ,,juca’ sah. Dar maginile
matematice pot executa §i alte operatii, de exemplu tra-
ducerea dintr-o limbi intr-alta, orchestratia unei compozitii
muzicale etc. Pentru aceasta trebuie elaborat doar un
y»yprogram’’ corespunzitor, dupd care si actioneze magina.
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Se intelege cd noi nu vom analiza aici ,,programele”’
jocului de sah sau ale traducerii dintr-o limba in alta,
ele fiind extrem de complicate, ¢ci vom analiza numai doui
programe foarte simple. Inainte insi vom spune citeva
cuvinte despre constructia maginilor de calculat.

In Capitolul I am vorbit despre dispozitivele cu
ajutorul cdrora se pot face mii gi zeci de mii de calcule pe
secunda. Aceastd parte a unei magini de caleulat, care
efectueazi direct operatiile, se numeste dispozitiv arit-
metic. Afari de aceasta, masina are un dispozitiv de co-
mandé (care regleazd functionarea intregii magini) si o
aga-zisd ,,;nemorie’’. Memoria, sau dispozitivul de memo-
rare, este un sistem de numere si semnale conventionale.
In sfirsit, magsina este previzutd cu dispozitive speciale
pentru introducerea datelor numerice noi §i pentru eli-
berarea rezultatelor obtinute. Aceste rezultate sint impri-
mate (in sistenmul zecimal) pe figse speciale. Stim cu totii
cd sunetul poate fi inregisfrat pe un disc sau pe o banda de
magnetofon §i apoi reprodus. Dar inregistrarea sunetului
pe disc poate fi facutd o singurd datd, pentru o noui
inregistrare fiind nevoie de un alt disc. La magnetofon
sunetul se inregistreazi magnetizindu-se o bandi speciala.
Sunetul inregistrat poate fi reprodus de cite ori vrem,
iar atunci cind nu ne mai este necesar, banda poate fi
,,demagnetizatd’’ putindu-se inregistra altceva. Pe una si
aceeasi bandid se pot face citeva inregistriri (una dupi
alta), cu conditia ca pentru fiecare inregistrare nouid si
fie ,,stearsd’ inregistrarea precedenti.

Pe acelagi principiu se bazeazi functionarea dispozi-
tivelor de memorie. Numerele §i semmnalele conventionale
sint inregistrate (cu ajutorul semnalelor electrice, mag-
netice sau mecanice) pe un tambur special, pe o bandi
sau pe un alt dispozitiv. Dupa nevoie, numirul inregistrat
poate fi citit sau sters, iar in locul lui poate fi inregistrat
un alt numir. ,,Memorarea’’ §i ,,citirea’’ unui numir sau
a unui semnal conventional dureazi doar citeva mi-
lionimi de secundi.

,,Memoria’’ poate cuprinde citeva mii de ,,celule”,
iar fiecare celuld — citeva zeci de elemente, de exemplu
magnetice. Pentru inregistrarea numerelor in sistemul de
numeratie binar, vom conveni ca fiecare element magne-
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tizat si fie reprezentat prin cifra 1, iar fiecare element
nemagnetizat prin cifra 0. Si presupunemn ci fiecare
celuld de memorie contine 25 elemente sau, cum se spune,
25 ordine sau pozitii binare, unde primul element serveste
pentru notarea semnului numérului (- sau —), urmitoa-
rele 14 pozitii servesc pentru inregistrarea numerelor

FEFFEEEEEEEREFF-FEEEEEEED)

OPERATIA | IV @m i I

EEEEEncEEEEnCEEEnCEEEORGE)
Fig. 11

intregi, iar ultimele 10 pozitii pentru inregistrarea partii
fractionare. Tn fig. 11 este datid reprezentarea schematici
a douid celule de memorie, fiecgre din ele continind cite
25 ordine. Elementecle magnetizate sint notate prin semnul
-+, iar cele nemagnetizate prin semnul — . S84 analizim
prima celuli, cea de sus, (virgula aratd unde incepe partea
fractionardi a numérului, iar linia intreruptd desparte
prima pozitie, care serveste pentru inregistrarea semnului,
de celelalte). In aceastd celuls este inregistrat (in sistemul
de numeratie binar) numérul + 1011,01 sau, in sistemul
zecimal, numirul 11,25.

Afari de numere, in celulele memoriei sint inregistrate
comenzile, din care este compus programul. Si vedem
cum arati comenzile destinate pentru o asa-numita ,,ma-
sind cu trei adrese”. In acest caz, la inregistrarea unei
comenzi, celula de memorie se imparte in patru parti
(liniile intrerupte la celula de jos din fig. 11). Prima parte
servegte pentru notarea operatiei §i este inregistrati cu
numere. De exemplu :

adunare — operatia I,
scadere — operatia a Il-a,
inmultire — operatia a III-a etc.

Comenzile se descifreazi in felul urmitor : prima
parte a celulei — numiirul operatiei, pértile a doua si a
treia — numerele celulelor (adresele), din care trebuie
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Inate numerele pentru efectuarea operatiei date, partea
o patra — numérul celulei (adresa) unde urmeazi a fi
dirijat rezultatul obtinut. Astfel, in fig. 11 (celula de jos)
sint inregistrate, in sistemul binar, numerele 11, 11, 111,
1011 sau in sistemul zecimal : 3, 3, 7, 11, ceea ce inseamni
urmitoarea comandi : sid se efectueze operatia a III-a
(adicd inmultirea) a numerelor aflate in celulele de memo-
rare a treia §i a yaptea, iar rezultatul obtinut si
fie ,,memorat’’ (adicd inregistrat) in celula a I1-a.

Pe viitor vom desemna numerele §i comenzile nu prin
semne conventionale, aga cum se aratd in fig. 11, ci direct
in sistemul de numeratie zecimal. Deci, comanda repre-
zentatd in celula de jos din fig. 11 va fi inregistratd astfel :

inmultire 3 7 11
S4 analizim acum douid exemple de programe simple.

Programul I

1) adunare 4 5 4
2) inmultire 4 4 >
3) predarea conducerii 1
4) 0
5) 1

S4 vedem cum va lucra magina, dacs in primele cinci
celule sint inregistrate aceste date.

Comanda 1: adunarea numerelor inregistrate in
celulele 4 i 5, §i dirijarea rezultatului obtinut din nou in
celula a 4-a (in locul numirului care fusese inscris mai
inainte). In felul acesta, magina va inregistra in celula
a 4-a numirul 0 +1 = 1. Dupid executarea primei co-
menzi, in celulele 4 §i 5 vor figura urméjtoarele numere :

4) 1,
5) 1.

Comanda a 2-a : inmultirea cu el insusi a numérului
aflat in celula a 4-a (adici ridicarea la pétrat) §i imprimarea
rezultatului, adicé a lui 12, pe figa (sdgeata arati eliberarea
rezultatului obtinut).

Comanda a 3-a: predarea conducerii celulei 1. Cu
alte cuvinte, aceasta inseamn# c# trebuie efectuate din
nou toate comenzile, incepind cu prima. Deci, din nou
comanda 1.



Comanda 1: Adunarea numerelor aflate in celulele 4
§i 5 si inregistrarea rezultatului obtinut din nou in celula
a 4-a. Ca urmare, in celula a 4-a va figura numérul 1 4
+1=2: '

1) 2,
5) 1.

Comanda a 2-a: ridicarea la pétrat a numérului
aflat in celula a 4-a §i trecerea pe figd a rezultatului obtinut,
adicd a lui 22

Comanda a 3-a: predarea conducerii celulei 1 (deci
din nou revenire la comanda 1).

Comanda 1: trimiterea numérului 2+1 = 3 in celula
a 4-a:

1) 3,
5) 1.

Comanda a 2-a : inregistrarea pe figd a numérului 32
Comanda a 3-a: predarea conducerii celulei 1 etc.
Astfel, magina calculeazi unul dupi altul péitratele
numerelor intregi si le inregistreazi pe figi. Observati ci,
de fiecare dati, magina ia pe rind singuri numerele intregi
si le ridicd la patrat. Actionind dupi acest program, magina
poate calcula patratele tuturor numerelor intregi de la 1
la 10 000 intr-un interval de citeva zeci de secunde.
Trebuie subliniat faptul c4 in realitate programul
pentru calcularea pitratelor numerelor intregi este mai
complicat decit cel aritat. Acest lucru se referd, in primul
rind, la comanda a 2-a, deoarece pentru imprimarea rezul-
tatului pe figd este nevoie de mai mult timp decit pentru
efectuarea unei operatii. De aceea, rezultatele obtinute
se ,,memoreazi’’ in celulele libere din memorie, iar dupa
aceea (,,firi grabi’’) sint imprimate pe fige. In felul
acesta, primul rezultat final este ,,memorat’’ in prima
celuld liberi din memorie, rezultatul al doilea —in cea
de a 2-a celuld liberd, al treilea rezultat — in cea de-a
3-a celuly etc. In programul simplificat de mai sus nu s-a
tinut seama de acest fapt. ‘
Afari de aceasta, masina nu poate si se ocupe mult
timp cu calcularea pitratelor, nu-i vor ajunge celulele
din ,,memorie”’, §i a putea ,,ghici”’ momentul in care
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magina a terminat de calculat numairul cerut de pitrate,
pentru a fi deconectati, este imposibil (cici masina efectu-
eazd mii de operatii pe secundi !). De aceea, sint previzute
comenzi speciale pentru oprirea maginii la momentul
oportun. De pildd, un program poate fi intocmit in asa
fel, incit magina si se opreascd automat dupa ce a calculat
pétratele tuturor numerelor intregi de la 1 la 10 000.

Existd i alte feluri de comenzi mai complicate,
asupra cirora nu ne vom opri aici.

Iati cum aratd in realitate programul pentru calcu-
larea pétratelor tuturor numerelor intregi de la 1 1a 10 000 :

Programul I

1) adunare

2) inmultire

3) adunare

4) predarea conditionatd a conducerii
5) stop

6)

7) 10000

8) 0

91

10) 0 R
11) 0
12) 0

(o' S-Re e ]

(=1
<
-

Primele doud comenzi se deosebesc putin de cele din
programul simplificat de mai inainte. Dupi executarea
acestor doud comenzi, in celulele a 8-a, a 9-a §i a 10-a vor
figura urmitoarele numere :

3) 1
9) 1
10) 12

Comanda a 3-a este foarte interesantd : se aduni
numerele din celulele a 2-a §i a 6-a, iar rezultatul obtinut
trebuie inregistrat din nou in celula a 2-a, dupi care
aceasta va avea aspectul urmitor :

2) inmul{ire 8 8 11.

Dupi cum vedeti, dupd executarea celei de-a 3-a comenzi,
comanda a 2-a se schimbi, mai precis se schimb4 una din
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adresele comenzii a 2-a. In cele ce vor urma,
vom explica in ce scop se face acest lucru.

Comanda a 4-a : predarea conditionat® a con-
ducerii (in locul comenzii a 3-a din programul analizat mai
inainte). Aceastd comandi se executd astfel : dacd numé-
rul din celula a 8-a este mai mic decit numirul din celula
a T-a, conducerea este predatd celulei 1; in caz contrar,
este executatd comanda urmitoare (adici a 5-a). In cazul
nostru, dat fiind ci 1< 10 000, predarea conducerii se
face citre celula 1 g§i revenim astfel la comanda 1.

Dupi executarea primei comenzi, in celula a 8-a va
figura numirul 2.

A doua comand4, care de data acecasta se prezinta sub
forma

2) inmultire 8 8 11,

constd in aceea cd numirul 22 este dirijat in celula a 11-a.
Acum devine clar de ce comanda a 3-a a fost executatd
inaintea comenzii a 2-a : numirul nou, adici 22, nu trebuia
sd ajungd in celula a 10-a, care este ocupatd, ci in celula
urmitoare (a 11-a). Dupd executarea comenzilor 1 §i a
2-a, vom avea urmitoarele numere :

8) 2
9) 1
10) 12
11) 22,

Dupi executarea comenzii a 3-a, celula a 2-a va avea
aspectul

2) inmullire 8 8 12.

Deoarece in celula a 8-a continud si figureze un numir
mai mic, decit in celula a 9-a, comanda a 4-a inseamné din
nou predarea conducerii celulei 1.
Acum dupid executarea comenzilor 1 §i a 2-a, ob-

tinem :

8) 3

9 1

10) 12

1) 22

12) 3
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Magina va continua si calculeze pitratele dupi acest
program, pind cind in celula a 8-a va apare numérul 10 000,
adicd pind cind vor fi calculate pitratele numerelor de la
1 la 10 000. Dupé aceea, comanda a 4-a nu va mai preda
conducerea celulei 1 (deoarece in celula a 8-a va figura un
numir egal cu cel din celula a 7-a §i nu mai mic); deci,
dupid comanda a 4-a magina va executa comanda a 5-a:
aci se va opri (se va deconecta).

S4 analizim acum un program mai complicat : rezol-
varea sistemelor de ecuatii. Pentru ca expunerea si fie
mai clard, vom simplifica intrucitva acest program ; citi-
torul va putea si-5i dea seama singur cum aratd programul
i forma sa completi.

Fie sistemul de ecuatii

ax + by = ¢,
{(I:c +ey=f.
Acest sistern nu este greu de rezolvat :

ue —bd y ae—bd '

Pentru rezolvarea unui astfel de sistem (cu valori nume-
rice date ale coeficientilor a, b, ¢, d, e, f), unui om ii sint
necesare citeva zeci de secunde. Magina poate rezolva sute
(le asemenea sisteme intr-o secundi.

S4 analizim programul corespunzitor. Vom presu-
pune cd sint date citeva din aceste sisteme :

ax+0y=¢.
dx+ey=%
ax+by=c’
dx+ey=f

cu valori numerice date pentru coeficientii a, b, ¢, d, e, f,
a' b’
ARG AR

-
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Tati programul corespunzitor :

Programul IIT

1) x 28 30 20 ° 14) +3 19 3 27) b
2) x 27 31 21 15) +4 19 4 28) ¢
3) X 26 30 22 16) +5 19 5 29) d
4) x 27 29 23 17) +6 19 6 30) e
5) x 26 31 24 18) p.c. 1 3N r
6) X 28 29 25 19) 6 6 0 32) o’
7)—20 21 20 20) 0 33) b’
8)—22 23 21 21) 0 34) ¢’
9) — 24 25 22 22) 0 35) d’
10) : 20 21 — 23) 0 36) e’
11) : 22 21 — 24) 0 3N
12) - 1 19, 1 23) 0 38) a”’
13) - 2 19 2 206) « e e

Comanda 1: s34 sc¢ afle produsul numerelor din
celulele 28 si 30, iar rezultatul si-fie dirijat in celula a
20-a. Cu alte cuvinte, in celula a 20-a va figura numérul ce.

In mod analog se executs comenzile a 2-a si.a 6-a.
Dupé executarea lor in celulele a 20-a §i a 25-a vor figura
urmitoarele numere :

20) ce

. 21) bf
22) ae

s 23) bd

24) af

25) cd

Comanda a 7-a: din' numéirul aflat in celula a 20-a,
sd se scadd numirul aflat in celula a 21-a, iar rezultatul
(adicd ce — bf) s fie inregistrat din nou in celula a 20-a.

In mod analog se executsi comenzile a 8-a gi a 9-a.
Ca urmare, in celulele a 20-a, a 21-a §i a 22-a vor figura
urméitoarele numere :

20) ce—bf
21) ae—bd
22) af—ecd.

Comenzile a 10-a si a 1l-a: se formeazd citurile:

ce—bf i af—cd
ae—bd ~ ae—bd
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care sint imprimate pe o figd (adicsi sint eliberate ca rezul-
tate finale). Ele reprezintd valorile necunoscutelor, obti-
nute din primul sistem de ecuaftii.

Deci, primul sistem a fost rezolvat. Atunci la ce sint
necesare comenzile ulterioare ? Partea urmitoare a pro-
gramului (celulele 12 §i 19) trebuie si determine masgina
,84 treacd’’ la rezolvarea celui de-al doilea sistem de
ecuatii. Si vedem cum anume.

Comenzile 10 si 17 constau in aceea ci, la continutul
celulelor 1 gi 6, se adaugé inregistrarea din celula a 19-a,
iar rezultatele obtinute rimin mai departe in celulele
I si 6. In felul acesta, dupi executarea comenzii a 17-a,
primele 6 celule vor avea urmitorul aspect :

1) x 34 36 20
2) x 33 37 21
3) x 32 36 22

4) x 33 35 23
5) X 32 37 24
6) X 34 35 25

Comanda a 18-a: si se predea conducerea primei
celule.

Prin ce se deosebesc noile inregistriari din primele 6
celule de inregistririle anterioare ? Prin aceea ci primele
doud adrese din aceste celule nu contin numerele de la
26 la 31, ca mai inainte, ci pe acelea de la 32 la 37. Cu
alte cuvinte, magina va executa din nou aceleagi operatii,
dar numerele vor fi luate nu din celulele 26 si 31, ci din
celulele 32 i 37, unde se afli termenii celui de-al doilea
sistem de ecuatii. Dupi rezolvarea lui, magina va trece la
rezolvarea celui de-al treilea sistem etc.

Dupé cum am vizut, magina nu ,stie’’ si lucreze
y»,singurd’’, nu poate decit si execute un ,,program” dat,
deci pentru a obtine rezultatele necesare trebuie intocmit
un ,,program’ de lucru bun. Existdi programe pentru
calculul riadicinilor, al logaritmilor, al sinusurilor, pentru
rezolvarea ecuatiilor de grad superior §i altele. Am mai
spus c¢d existd programe pentru jocul de sah, pentru
traducerea textelor dintr-o limbi intr-alta... Se intelege

.
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¢d programul corespunzitor va fi cu atit mai complicat
cu cit problema este mai complicati.

In incheiere, vom aminti ci existi asa-numite pro-
grame de programare, cu ajutorul cdrora masina insisi
poate si intocmeascd programul necesar rezolvirii unei
probleme. Acest fapt usureazd considerabil intocmirea
programului, care cere adesea foarte multd munci.



CAP1foLUL ifl
iN AJUTORUL ARITMETIGII

Adeseori aritmetica nu este in misurd si demonstreze
riguros adevirul unora dintre afirmatiile sale, numai cu
metode proprii. Din aceasti cauzi, ea este nevoitd s
recurgi la metodele de generalizare ale algebrei. Printre
aceste cazuri aritmetice, care trebuie demonstrate pe cale
algebrici, se numiri multe reguli de efectuare simplificati
a calculelor, unele proprietiti interesante ale numerelor,
criterii de d1v121b1htate etc. In capitolul de fatd vor fi
analizate o serie de probleme de acest gen.

inmultirea rapida

Pentru simplificarea calculelor, calculatorii experi-
mentati recurg adesea la transforméri algebrice. De exem-
plu, calculul

9882

se cfectuneazd astfel :
988 - 988 = (988 + 12) - (988 — 12) -+ 122 = 1000 - 976 + 144 = 976 144,

Este usor de observat cid, in cazul de fatd, calcula-
torul foloseste urmitoarea transformare algebrics :

@ = ®=b*+ b= (a + b) (a—b) + b2

In practicsi se poate folosi cu succes aceastd formuls
in calculele mintale.
De exemplu :

272 = (27 + 3) (27— 3) + 32 = 720,
632 = 66 - 60 4 32 = 3 969,

182 = 20 - 16 + 22 = 324,

372 = 40 « 34 + 32 = 1 369,

482 = 50 - 16 - 22— 2304, o
542 = 58 +50 + 4F= 2 016.
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Mai departe, inmultirea 986 - 997 se face astfel:
986 + 997 = (986—3) + 1 000 + 3 14 = 983 042.

Pe ce se bazeazi acest procedeu? Si reprezentim
termenii sub forma :

(1 000—14) + (1 000—3)
gi si inmultim aceste binoame dupi regulile algebrei :
1000 «1000—1000 »14—1 000 -3 4 14 -3
Efectuim transformirile :

1000 (1000 — 14) — 1000 «3 + 14 -3 =

1000 « 986—1000 3 4+ 11 «3 =
1000 (986—3) 4+ 14 - 3.

o

Ultimul rind reprezinti procedeul folosit de calculator.
Este interesantid metoda de inmultire a doud numere
formate din 3 cifre, la care cifra zecilor este aceeasi, iar
suma unitdtilor — egali cu 10. De exemplu, inmultirea

783 - 787
se efectueazi astfel :
78 «79=6162; 3 + 7= 21;
iar rezultatul va fi:
616 221.

Justificarea metodei folosite rezultd din urmétoarele
transformaéri :

(780 + 3) (780 + 7) =
= 780 +780 4 780 +3 -- 780 +7 4 3 7=
= 780 + 780 + 780 10 + 3 + 7 =

= 780 (780 + 10) + 3 »7 = 780 + 790 +21 =
= 616 200 + 21.

O altdi metodd pentru efectuarea unor inmultiri de
acest fel este §i mai simpli :

783 787 = (785—2) (785 - 2) = 785%--4 =
= 616 225 -4 = 616 221,

In acest din urmi exemplu am avut de ridicat la pitrat
numirul 785.@
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Pentru ridicarea la pitrat a numerelor care se termini
cu cifra 5, este foarte utild urmitoarea metods :

352:;3 -4 =12 Raspuns 1 225.
652;6 -7 = 42 Raspuns 4 225.
75%;7 -8 = 56 Rispuns 5 625.

Regula constd in inmultirea cifrei zecilor cu cifra
imediat superioarid ei, si la produsul obtinut se atageazd
numirul 25.

Procedeul se bazeazd pe urmitoarele considerente :
dacd cifra zecilor este a, intregul numar poate fi reprezen-
tat astfel :

10a + 5.

Pitratul acestui numir, ca pitrat al unui binom, va fi
egal cu:
100 a? + 100 a + 25 = 100 a (a + 1) + 25.

Termenul a (a + 1) reprezinti produsul dintre cifra zeci-
lor §i cifra imediat superioard. A inmulti numérul obtinut
cu 100 si a aduna la el 25 sau a adduga la numérul obtinut
25 este acelagi lucru.

Tot din acest procedeu rezulti o alti metodsd simpld
de a ridica la pitrat numerele formate dintr-un numir

intreg i —;— . De exemplu:

w
134
I
»
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o
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I
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0o

-

o
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2
e
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== o=

A= .a[.-

e
I
o s
[=2]

Cifrele 1, 5 si 6

Probabil ati observat cé la inmulfirea unei serii de
numere care se termini cu cifra 1 sau 5, se obtine un numér
terminat cu aceeasi cifri. Este insi mai putin cunoscut
faptul cd acelasi lucru este adevirat si pentru cifra 6. De
aceea, orice putere a unui numir terminat cu cifra 6 se
termini de asemenea cu 6.
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De exemplu :
462 = 2116 ; 463 = 97 336.

Aceastd proprietate interesanti a cifrelor 1, 5 si 6 poate
fi demonstrati pe cale algebricdi. S-o analizim pentru
cifra 6.

Numerele terminate cu 6 pot fi reprezentate astfel :
10a + 6, 10b + 6 etc.

unde a §i b sint numere intregi.
Produsul acestor doui numere este egal cu:

100 ab + 60 b + 60a + 36 =
= 10(10ab + 6b + 6a) + 30 + 6 =
= 1010 ab + 6b + 6u + 3) + 6.

Dupé cum se vede, produsul este format dintr-un
numir de zeci i din cifra 6 care, se intelege, trebuie si
fie la urmsi.

Aceeasi demonstratie poate fi folositd §i pentru cifrele
1 5.

Cele spuse ne indreptitesc si afirmdm ci :

3862567 ge termini cu 6,
825723 s¢ termind cu 5,
4911782 se termind cu 1 ete.

Numerele 25 si 76

Existd i numere formate din doud cifre, care posedi
aceeasi proprietate ca si cifrele 1, 5 §i 6. Ele sint numérul
25 gi, — pentru multi va fi o surprizi — numérul 76.
Produsul a doud numere terminate cu 76 se termini de
asemenea cu 76.

S4 demonstrim acest lucru. Expresia generali pentru
aceste numere va fi:

100 a + 76, 100b + 76 etc.

Tnmultind intre ele dou# numere de acest fel, obti-
nem :

10000ab - 7600b + 7600 a + 5776 =

= 10000ab 4 76005 + 7600 a + 5700 + 76 =
= 100 (100 ab + 76 b + 76 a + 57) + 76.
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Afirmatia este demonstratd : produsul se termini cu 76.
De aici rezultd cé orice putere a unui numir termin at
cu 76 va fi un numir terminat tot cu 76 :

376% = 141 376, 5763 = 191 102 976 etc.

,Numere’’ infinite

Existd gi grupuri mai mari de cifre care, aflindu-se
la sfirgitul numerelor, se pistreazi si in produsul lor. Vom
ardta cd numérul acestor grupuri este infinit.

Cunoagtem deja grupuri de numere formate din doua
cifre care posedd proprietatea enuntatd : 25 i 76. Pentru
a gisi grupuri formate din trei cifre, trebuie si punem
ipaintea numirului 25 sau a numirului 76 o astfel de
cifrd, incit grupul de trei cifre obtinut si posede proprie-
tatea ceruta. :

Si vedem, de exemplu, ce cifri trebuie si addugim
la numérul 76. Si o notim cu litera k. Atunci numéirul
cidutat va fi de forma:

100 k - 76.
Expresia generali a numerelor terminate cu acest grup
de cifre va fi:
1000 a 4+ 100k 4 76 ;1 000b -+ 100 k& 4 76 s.a.m.d.

Inmulfind intre ele dous numere de acest fel, obtinem :

1 000 000 ab + 100 000 ak + 100 000 bk + 76 000 a +
76 000 b + 10 000 A2 + 15200 k + 5 776.

Toti termenii, afard de ultimii doi, au la urmi cel
putin trei zerouri. De aceea, produsul se termind cu 100k
+ 76, dacd diferenta

15200 k 4 5776 —(100 k - 76) = 15100 k + 5700 =
= 15000k + 5000 + 100 (k + 7)

este divizibild prin 1 000. Acest lucru va fi adevirat
numai pentru k = 3.

Deci, grupul de cifre cidutat va fi de forma 376. De
aceea §i orice putere a numirului 376 se termind cu 376.
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De exemplu:
376% = 141 376.

Dacid am dori s aflim un grup de numere format
din patru cifre, care si posede aceeasi proprietate, va
trebui si scriem finaintea numérului 376 incd o cifra.
Insemnind aceastd cifri cu I, vom ajunge la urmitoarea
problemi : pentru ce valoare a lui ! produsul :

(10000 a + 10001 4 376) (10000 b + 10001 + 376)

se va termina cu 1000 ! + 376? Daci in acest produs
desfacem parantezele si facem abstractie de toti termenii
sumei care se termind cu cel putin 4 zerouri rimin ter-
menii :
752 0001 + 141 376.
3
Produsul se terminéd cu 1000 I + 376, atunci cind diferenta

752 000 I + 141 376 — (1000 [ + 376) =
= 751 000 [ + 141 000 =
= (750 000 I + 140 000) + 1 000 (I + 1)

este divizibila prin 10 000. Acest lucru este adevirat
numai daed 1 =29.

Grupul ciutat este 9376.

Continuind rationamentul de mai sus, grupul de
patru cifre obtinut poate fi completat cu ined o cifri.
Se obtine 09 376. Continuind astfel obtinem grupul 109 376,
apoi 7109 376 ete. Deci putem repeta operatia de o
infinitate de ori. In concluzie, vom obfine un ,,numir”’
format dintr-o infinitate de cifre :

...7109 376.

Asemenea ,,numere’’ pot fi adunate §i inmultite dupi
regulile obignuite : intr-adevir, ele se scriu de la dreapta
la stinga, iar adunarea gi inmultirea (in coloane) se fac,
de asemenea, de la dreapta la stinga, astfel incit ficind
suma sau produsul numerelor date se pot calcula pe rind

oricite cifre.
Este interesant c¢i ,,numirul’’ infinit de mai sus
satisface, oricit ar fi de curios, ecuatia

=z

34



Intr-adevir, piatratul acestui ,,numir’’ (adici numirul
inmultit prin el insugi) se termind cu 76, deoarece fiecare
dintre factori se termind cu 76; tot din aceasti cauzd
pitratul ,,numirului’® dat se termind cu 376 ; se termini
cu 9 376 ete. Cu alte cuvinte, calculind una dupé alta cifrele
,,oumdrului’ 22, unde x = ...7109 376, obtinem aceleasi
clfre, care flgureaza in numéirul x, astfel )

Am analizat grupurile de cifre terminate cu 76 *
Dacd vom urma acelasi rationament pentru grupurile de
cifre terminate cu 5, vom obtine :

5, 25, 625, 0625, 90 625, 890 625, 2890 625 elc.
Ca urmare, vom putea scrie incd un ,,numair’’ infinit

..2890 625,

care satisface de asemenea ecuatia x? = x. S-ar putea
demonstra ci acest ,,numair’’ infinit ,,este egal’’ cu :~

((6))

In limbajul ,,numerelor”, infinite, acest interesant
rezultat se formuleazd astfel : ecuatia x? = x are (afari
de solutiile banale x = 0 §i © = 1) doud solutii ,,infinite’’ :

T=...7109376 i x = ... 2890625
si nu mai are alte solutii (in sistemul zecimal) **

* Subliniem cd grupul de doui cifre 76 poate fi determinat cu aju-
torul rationamentelor de mai sus; pentru aceasta este suficient si gisim
cifra ce trebuie agezatd tnaintea lui 6, astfel tncit grupul de doud cifre
obfinut s& posede proprietatea enuntatd. De aceea, ,,numirul”’... 7 109 376
poate fi obtinut pornind nu de la 76, ci de la cifra 6.

* Numerele,,infinite’’ pot fi analizate atit tn sistemul zecimal, cit si
fn alte sisteme de numeratie. Astfel, numerele cu sistemul de numeratie in
baza p se numesc p—aditive. Despre aceste numere puteti afla cite ceva
din cartealui E. B.Dinkin si V.A. Uspenski, Discufii matematice,
Gostehizdat, 1952,



Plata -suplimentari

Veche problemi populari

Cindva, in vremuri de demult, doi negustori de vite
au vindut o cireadid de boi, incasind pentru fiecare bou
atitea ruble citi boi aveau in cireadd. Cu banii obtinuti,
au cumpéirat o turmi de oi, pliatind cite 10 ruble pentru o
oaie cu un miel. Tmpirtind turma in pirti egale, unul
dintre ei a cdpitat cu o oaie, iar celdlalt cu un miel mai
mult, primind insd in plus o sumi suplimentarid. Cit de
mare a fost aceastd sumi (se presupune ci este exprimati
de un numér intreg de ruble)?

Rezolvare

Problema nu poate fi transpusd direct in ,limbaj
algebric’’, deoarece nu poate fi pusi in ecuatie. Ea trebuie
rezolvatd intr-un mod deosebit, si spunem asa cu ajuto-
rul unui rationament matematic liber. Dar §i de data
aceasta algebra di un ajutor esential aritmeticii.

Costul in ruble a intregii turme este un pitrat perfect,
deoarece turma fusese cumpidrati pe banii obtinuti din
vinzarea a 7 boi cu cite » ruble pentru fiecare bou. Unuia
din tovarigi i-a revenit o oaie in plus, deci numérul de
oi a fost impar ; urmeazi ci §i numirul zecilor din n2 a
fost impar ; atunci care este cifra unitétilor ?

Se poate demonstra cd, daci intr-un pétrat perfect
numirul zecilor este impar, cifra unititilor nu poate fi
alta decit 6.

Intr-adevir, pétratul oricsirui numir format dintr-un
numir de a zeci §i b unititi, adicd (10 a + )2, este egal cu

100 a2 + 20 ab 4 b2 = (10a® + 2 ab) - 10 + b

In cazul dat, numérul zecilor este 10a% + 2ab si un
numir oarecare de zeci cuprins in b2. Dar 10a2 + 2adb se
divide prin 2, deci este un numair par. De aceea, numérul
zecilor, continut in (10a + b)%, va fi impar, atuneci cind
numirul b2 va cuprinde un numir impar de zeci. Si ne
amintim ce reprezinti 2. Acesta este p#tratul unititilor,
adicd unul din urméitoarele zece numere :

0, 1,4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81.



Dintre acestea, numerele care contin un num#r impar
de zeei sint numai 16 i 36 — ambele terminindu-se cu 6.
Deci,y piatratul perfect

100 «® - 20 ab + b2

poate avea un numéir impar de zeci numai in cazul in care
se termind cu 6.

Acum este ugor si gisim raspunsul la problemi. De-
vine clar ci mielul a fost evaluat la 6 ruble. Negustorul,
cdruia i-a revenit mielul, a primit cu 4 ruble mai putin
decit tovardsul lui, care a primit o oaie in plus. Ca si se
cgaleze partile, proprictarul mielului a primit o sumé su-
plimentara de 2 ruble.

Plata suplimentard este de 2 ruble.

Divizibilitatea prin 11

Algebra usureazd in mod simtitor aflarea criteriilor de
divizibilitate a unui numér prin altul, firi a recurge la
impértire. Criteriile de divizibilitate prin 2, 3, 4, 5, 6, 8,
9, 10 sint binecunoscute. Si deducem acum criteriul de
divizibilitate prin 11 ; el este destul de simplu §i practic.

S4 presupunem cd un numér N format din mai multe
cifre are cifra unititilor a, cifra zecilor b, cifra sutelor ¢,
cifra miilor d ete., adici

N=a+410b + 100c + 1 000d + ... =
=a+10(b + 10c + 100d + ... ),

unde punctele aratd suma ordinelor urméitoare. Si scidem
din N numérul 11 (b 4+ 10c¢ 4 100d + ...), care este un
multiplu de 11. Atunci diferenta obtinuti

a—b—10(c +10d + ...),

imp&rtitd la 11, va da acelagi rest ca §i numirul N. Addu-
gind la acest rest numéirul 11(¢c + 104 + ...), iardsi un
multiplu al lui 11, obtinem numérul

a—btec+10(d+ ...),

care impartit 1a 11 di, de asemenea, acelasi rest ca numéirul
N. Scézind din acest numér 11(@ + .. .), obtinem din nou
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un multiplu al lui 11, ete. Din rezultate, obtinem astfel
numirul

a—b+c—d+...=@t+cec+ ..)—b+d+...)

care impartit la 11, va da si el acelasi rest ca N.

De aci reiese urmitorul criteriu de divizibilitate prin
11 : dac# din suma tuturor cifrelor asezate in locuri impare
scidem suma tuturor cifrelor ce ocupi locuri pare, §i dacd
diferenta obtinuti este egald cu 0 sau cu un numér (pozitiv
sau negativ) multiplu de 11, — atunci §i numérul consi-
derat este un multiplu de 11; in caz contrar, numirul
nostru nu este divizibil prin 11.

Si luim, de exemplu, numirul 87 635 064 :

8+6 45+ 6=25,
7+3+0+4 = 14,
25 — 14 = 11.

Evident, numéirul dat este divizibil prin 11.

Existd §i un alt criteriu de divizibilitate prin 11, care
este comod pentru numere nu prea mari. impirtim numsrul
considerat de la dreapta spre stinga, in grupe de cite 2 cifre,
§i le adundm; dacd suma obtinutd se imparte exact la 11,
atunci §i numirul considerat este un multiplu al lui 11,
i invers. De exemplu, fie numirul 528. Si impértim acest
numar in grupe (5| 28) si si le adunim:

5+ 28 = 33.
Deoarece 33 se imparte exact la.11, numirul 528 este
un multiplu al lui 11 :
528 : 11 = 48.
S% demonstrim acest criteriu de divizibilitate. Tmp#r-

tim numérul N (format din mai multe cifre) in grupe. Vom
obtine numere formate dintr-o cifri sau din dous *, pe care

* Daci numirul N este format dintr-un numar impar de cifre, atunci
ultima grupi (extrema sttngd) va fi formati dintr-o cifri. In atari de
aceasta, o grupa de forma 03 va fi considerati, de asemenea, ca un numér
format dintr-o singura cifrd 3,
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le vom nota (de la dreapta spre stinga) cu a, b, ¢ etc., astfel
incit numéarul N va putea fi scris sub forma

N=a+100b+10000¢c + ... =
=a-+100( +100c + ...).

Scizind din N numirul 99(d + 100¢ + ...), care este un
multiplu al lui 11, obtinem

a4+ (®+100c+ ...)=a+b+100( + ...),

care, impértit la 11, di acelasi rest ca N. Din acest numér
scidem numirul 99(¢ + ...), care este iardsi un multiplu
de 11 etc. Din rezultate deducem ci, fiind impértit la 11,
numirul N, dé acelagi rest ca ‘numérul

a+b+c+ ...

Numérul unui autoeamion
Problem#

Ficind o plimbare prin orag, trei studenti de la Facul-
tatea de matematici au observat ci soferul unui auto-
camion a incéleat regulile de circulatie. Nici unul dintre ei
n-a memorat numirul masinii (format din 4 cifre); fiind
insd studenti la matematici, fiecare dintre ei a observat
cite o particularitate a acestui numér. Unul si-a amintit ci
primele doud cifre erau identice. Al doilea — ci ultimele
douy cifre coincideau. In sfirgit, al treilea student afirma
ci numirul dat este un pitrat perfect. Oare se poate afla
numirul maginii dup4 aceste indicii ?

Rezolvare

S4 notdm prima (i a doua) cifrd a numéarului cjutat
cu a, iar cifra a treia (§i a patra) — cu b. Atunci intregul
numir va fi

1 000a + 100a + 10b 4 b = 1100a + 116 = 11 (100a + b).

Acest numir este divizibil cu 11, §i de aceea (fiind
un péatrat perfect) el se imparte exact §i cu 112 Deci,
numirul 100a 4+ b se imparte exact prin 11. Folosind
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oricare din cele doui criterii de divizibilitate prin 11 aratate
mai sus, deducem ci §i numéirul a + b este divizibil prin 11.
Deci

a+ b= 11,
deoarece atit a cit §i b sint mai mici decit 10.

Ultima cifrd b, a unui patrat perfect, poate avea numai
urméitoarele valori :

0,1, 4, 5,6, 9.
De aceea, pentru cifra «a, care este egald cu 11 — b, putem
avea urmitoarcle valori :
11, 10, 7, 6, 5, 2.

Primele doud posibilitdti se exclud, deci ne rimin
urmaitoarele patru :

= 4, a=17;
= 5, a= 6;
= 6, a=5;
b= 9, a= 2.

Rezultd ci numarul autocamionului trebuie cédutat printre
urmitoarele patru numere :

7744, 6655, 5566, 2299.

Dar ultimele trei numere nu sint pitrate perfecte : numirul
6655 se imparte la 5, dar nu se imparte la 25; numirul
5566 se imparte la 2, dar nu se imparte la 4; numirul
2299 = 121 -19 nu este, nici el, un patrat perfect. Ramine
deci numai numsirul 7744 = 882 care di solutia problemei.

Divizibilitatea prin 19

S4 se demonstreze urmétorul criteriu de divizibilitate
prin 19:

Un numir se imparte exact la 19 numai dacid numérul
zecilor adunat cu de doud ori numirul unitédtilor este un
multiplu al lui 19.
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Rezolvare

Orice numir N poate fi reprezentat sub forma
N = 10x + y,
unde z este numérul zecilor (nu c¢ifra din ordinul zecilor,
ci numérul total al zecilor cuprinse in numéirul dat),
y — cifra unitdtilor. Trebuie demonstrat ci N este un
multiplu al lui 19, numai daci
N =1x+ 2y
este un multiplu al lui 19. Pentru aceasta, inmultim pe N’
cu 10, si scidem pe N din produs; obtinem :
10N'—N = 10 (z + 2y)—(10 = + y) = 19y.
De aici rezultd cia dacid N’ este un multiplu al lui 19,
atunci si
N=10N'—19y

este divizibil cu 19; i reciproc, dacd N se imparte exact
la 19, si

10N'= N+ 19y

este un multiplu al lui 19, §i, ca atare, devine evident ci N’
este divizibil cu 19.

S presupunem ci se cere si determinim dacid numérul
47 045 881 este un multiplu al lui 19.

Aplicim iterat criteriul nostru de divizibilitate :

4704588 |1
+2
470459
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Decoarece 19 este divizibil cu 19, rezultd cd si nume-
rele 57, 475, 4 712, 47 063, 470 459, 4 704 590 si 47 045 881
sint multipli ai lui 19.

Deci, numirul nostru se imparte exact la 19.

Teorema Sophiei Germain

Iatd o problemi formulatdi de cunoscuta matemati-
ciand francezd Sophie Germain :

S4 se demonstreze cd orice numéir de forma a* + 4,
unde a este diferit de 1, este un numér neprim.

Rezolvare

Demonstratia reiese din urméitoarele transforméri :

a4+ 4=t -4 + 442 = (® + 2)*—4a® =
= (a® + 2)*—(2a)% = (a® + 2—2a) (a® + 2 + 2q).

. Numiérul a* 4 4 poate fi deci pus sub forma unui
produs de doi factori care nu sint egali cu numérul dat si
niei cu 1-*, deci acest numér nu este prim.

Numere neprime

Existd o infinitate de numere prime, adicd de numere
intregi mai mari decit unu, care nu se impart decit prin
ele insele sau prin unu.

Incepind cu numerele 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
31,..., sirul lor se extinde la infinit. Intercalate intre
numerele neprime, ele impart sirul numerelor naturale in
grupe mai mult sau mai putin mari de numere neprime con-
secutive. Cit de lungi pot fi aceste grupe? Oare pot si
existe la rind, si zicem, o mie de numere neprime, firi
ca ele si fie intrerupte de un numir prim 2

Se poate demonstra — degi acest lucru poate pirea
neverosimil — ci grupele formate din numere compuse pot
fi oricit de lungi. Nu existd limitd pentru lungimea acestor

* Aceasta din urmi dcoarcce

@ 4 2-2a= (a®—2a+1) 4+ 1= (a—1)2 + 11,
dacd a=£1.
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grupe : ele pot fi formate dintr-o mie, un milion, un trilion
ete. de numere neprime consecutive.

Pentru comoditate, vom folosi simbolul conventional
n !, care reprezintd produsul tuturor numerelor de la 1 la »
inclusiv. De exemplu 5! =1 -2 -3 -4 5. Vom demon-
stra acum ci sirul

(n+ Dt +2], [(r+D!43], ((n+ 1 44],...
pind la [(n + 1)! + n + 1] inclusiv
este format din # numere neprime consecutive.
Aceste numere se succed in sirul numerelor naturale,
deoarece fiecare din ele este mai mare decit precedentul

cu o unitate. Ramine de demonstrat cd nici unul din aceste
numere nu este prim.

Primul numir
M+ 4+2=1-2-3-4-5:6+7-...-(n+1)+2
este par, deoarece ambii termeni ai sumei contin factorul 2.
Un numér par, mai mare decit 2, nu poate fi prim.
Al doilea numir
411 4+3=1+2:3-4-5-...-(n+1)+3

reprezintd o sumi de doi termeni, fiecare din ei fiind un
multiplu al lui 3. Deci, nici acest numir nu este prim.
Al treilea numir

4D+ 4=1:2-3-4:5.....(n{1) +4
se imparte exact la 4, deoarece reprezintd o sumi de mul-
tipli ai lui 4.
In acelagi mod, stabilim c% numsirul
(n+1)1+5

este un multiplu al lui 5 ete. Cu alte cuvinte, orice numér
din sirul nostru contine un factor diferit de el insusi §i
diferit de 1 ; deci numirul dat nu este prim.

Dacé doriti sd scrieti, de pildd, un gir de cinci numere
neprime, este suficient ca in girul de mai sus numérul »
sd fie inlocuit cu 5. Veti obtine girul

722, 723, 724, 725, 726.
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Dar acesta nu este singurul gir format din cinci numere
neprime. Existd i alte giruri de acest fel, ca de pildi

62, 63, 64, 65, 66.
Sau numere 8i mai miei :
24, 25, 26, 27, 28.

S& incercim acum si rezolvim problema urmétoare :
Sé se scrie un gir de zece numere neprime.

Rezolvare

Pe baza celor demonstrate mai sus stabilim ¢i putem
lua, drept prim numir dintre cele zece numere ciutate, pe

1-:2-3-4....:10 -11 4 2 = 39 816 802.

Sirul de numere ciutat poate fi urmétorul :
39 816 802, 39 816 803, 39 816 804 ectc.

Dar existd gi giruri formate din zece numere neprime care
au valori mult mai mici. De exemplu, existd un §ir cuprins
intre o sutd gi doud sute, format nu din 10 ci din 13 numere
neprime :

114, 115, 116, 117 ete. pind 1a 126 inclusiv.

Cite numere prime existi

Existenta unor siruri oricit de lungi de numere ne-
prime consecutive ne face si punem la indoiald faptul ci
girul numerelor prime este infinit. De aceea, credem ci
este oportun si demonstrim aci aceastd afirmatie.

Ea apartine matematicianului grec antic Euclid si este
continuti in celebra sa lucrare FElemente, numirindu-se
printre problemele rezolvate ,,prin reducere la absurd’.
S3 presupunem ci girul numerelor prime ar fi finit, §i sa
notdm ultimul numir prim din acest gir cu N. Formam
produsul

1-2:3:4:5:6+7-...-N=N1
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si addugim cifra 1. Obtinem :
Nt +1.

IFiind un numdr intreg, acesta trebuie s& contind micar un
factor prim, adicd si fie divizibil macar printr-un numir
prim. Dar am presupus ci toate numerele prime sint mai
mici sau egale cu N, iar numéirul N ! + 1 nu se imparte
exact la nici un numir care este mai mic sau egal cu N;
de fiecare datd va rimine un rest egal cu 1.

Ca atare, nu se poate presupune ci girul numerelor
prime este finit; aceastd ipotezd duce la o contradictie.
J\sadar, dacd in girul numerelor naturale am intilni o serie
oricit de lungi de numere neprime consecutive, putem fi
siguri cd dupid aceastd serie existd incd o infinitate de
numere prime.

Cel mai mare numér prim eunosecut

Este un fapt acela de a fi convingi ed existd numere
prime oricit de mari §i este altceva de a sti care anume
numere sint prime. Cu cit un numéir natural este mai mare,
cu atit trebuie si efectudm mai multe calcule pentru a
verifica dacd acest numir este prim sau nu. Iatd cel mai
mare numir despre care se stie in prezent ci este prim:

92281 _ 1,
El are circa 700 de cifre. Calculele, pe baza cirora s-a sta-

hilit aceastd afirmatie, au fost efectuate cu ajutorul magi-
nilor de calculat moderne (vezi Cap. I, IT).

Un caleul important

In practics se pune problema multor calcule pur arit-
metice a céror efectuare, fira ajutorul algebrei, este extrem
de anevoioasii. S4 presupunem ci trebuie si aflim rezul-
tatul urméatoarelor operatii :

2

1

P —
+ 90 ULV VUV VOV



(Acest calcul este necesar pentru a stabili dacd tehnica,
care se ocupd cu migcarea corpurilor macroscopice, cu
viteze mici in comparatie cu viteza de propagare a undelor
electromagnetice, este indreptititi si foloseascd vechea
lege de compunere a vitezelor, fira si tind seama de modi-
ficarile survenite in mecanicé datorite teoriei relativitatii.
Potrivit mecanicii clasice, atunci cind un corp ia parte
concomitent la doud migcdri rectilinii uniforme, dirijate
la fel cu vitezele v, §i v, km/[s, migcarea rezultants are viteza
egald cu suma vitezelor migcarilor componente v, + v,
km/[s. Cit priveste noua teorie, aceasta di pentru viteza
rezultanti a corpului expresia :

L Sanl Sy
. b,
unde c este viteza de propagare a luminii in vid, egald cu
aproximativ 300 000 km/s. In particular, viteza unui corp
‘care ia parte concomitent la doud migedri rectilinii uni-
forme, dirijate la fel, avind fiecare viteza de 1 km/s, va
fi egald, conform mecanicii clasice, cu 2 km/s, iar potrivit
noii teorii, cu
2

3 km/s.

1+ 90 000 000 000

Prin ce se deosebesc aceste doud rezultate ? Oare aceastd
deosebire este perceptibild pentru cele mai sensibile aparate
de misuri? Pentru clarificarea acestei importante pro-
bleme, trebuie si calculam expresia de mai sus).

Vom proceda in doud feluri : la inceput pe cale arit-
meticd obignuitéd, iar apoi vom arita cum se poate obtine
rezultatul dorit cu ajutorul algebrei. Este suficient s&
aruncim o privire asupra sirurilor lungi de cifre de mai jos
ca 54 ne convingem de superioritatea metodei algebrice.

In primul rind, si transform#m fractia noastri ,,cu
mai multe etaje’ :

[

180 000 000 000

1 90 000 000 001
90 000 000 000,
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Acum s trecem la impéirtire :

180 000 000 000 90 000 000 001

._90 000 000 001 1,999 999 999977 . . .
899 999 999 990
810 000 vOO BV

899 999 999 810
810 000 000 009

899 999 998 010
810 000 000 009

899 999 980 010
810 000 GO OVY

899 999 800 010
810 000 000 009

P

899 998 000 010
810 000 000 009

899 980 000 010
810 000 000 009

899 800 000 010
810 000 000 009

898 000 000 010
810 000 000 009

880 000 000 010
810 000 000 009

700 000 000 010
630 000 000 007

70 000 000 003

Dupi cum vedeti, calculul este meticulos §i obositor ;
se poate ugor si ne incurcim gi si gregim. Iar pentru rezol-
varea problemei este important si stim precis, in ce loc
anume se terminid sirul cifrelor de 9 si incepe o serie de
alte cifre.

Si comparim acum cu modul rapid in care se poate
rezolva aceeagi problemi cu ajutorul algebrei. Vom folosi
urmitoarea egalitate aproximativi : daci a este un numir
foarte mic, atunci : '

1

1+ a

i

x1—a

unde semnul ~ inseamni ,,aproximativ egal’’.
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Ne putem convinge de valabilitatea acestel afirmatii
foarte ugor: vom compara deimpirtitul 1 cu produsul
dintre impértitor gi cit :

1=010+a) (1—a),

adicd :

1=1—a2

Deoarece a este un numir foarte mic (de exemplu, 0,001),
pitratul lui a2 va fi un numéar §i mai mic (0,000001) si
poate fi neglijat.

S aplicim cele spuse calculului nostru * :

2 2

n = T ~20 — 0111...:10-19) =
- - 14—

90 000 000 000 9 - 1010

= 2 — 0,0000000000222 ... = 1,999 999 999 9777 ...

Am ajuns la acelasi rezultat ca si inainte, dar pe o
cale mult mai rapidi.

Cititorul va fi, desigur, curios si afle ce importanti
prezinti rezultatul obtinut in problema de mecanicd despre
care a fost vorba mai sus. Acest rezultat aratd ci deoarece
am considerat viteze mici in comparatie cu viteza de pro-
pagare a luminii, abaterea de la vechea lege de compunere
a vitezelor este neglijabild din punct de vedere practic :
ea se manifestd la a unsprezecea cifri a numéirului pe care
l-am determinat, iar mésuritorile cele mai precise ale
lungimii nu merg mai departe de cifra a 9-a; cit priveste
tehnica — calculele practice se limiteazd la 3—4 cifre.
De aceea, sintem indreptititi si afirmidm, fird niei o
rezervi ci, practic, mecanica noud, a lui Einstein, nu aduce
nici o schimbare in calculele tehnice privitoare la depla-
sarea corpurilor, care se mised ,,incet’’ (in comparatie cu
viteza de propagare a luminii).

* Mai departe vom folosi egalitatea aproximativa
A

1+a

~AQ1 — a).
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Atunci cind este mai simplu fira algebri

Pe lingi cazurile in care algebra acordi un ajutor pre-
tios aritmeticii, existd g§i altele, cind interventia algebrei
duce la complicatii inutile. Adevirata cunoastere a mate-
maticii constd in iscusinta de a dispune de metodele mate-
matice, astfel incit si fie aleasi calea cea mai directd si
mai gigurs, pentru fiecare caz in parte firi a se tine seama
dac# metoda de rezolvare a problemei apartine de domeniul
aritmeticii, algebrei, geometriei etc. De aceea, credem cé
este util s34 analizim un caz care, rezolvat prin metode
algebrice, duce la complicatii inutile.

S4 se afle cel mai mic dintre numerele care impértite

la 2 dau un rest egal cu 1,

’ 3 ’s ’ ’ EX} 2>
LR 4 L] ’9 EX] EX) 3)
LR 5 LX) ’) ’ LX) 49
’9 6 ’9 ’ ’ ’) 57
EX] 7 ’ L] LR} ’s 65
’y 8 LX) LX) ’9 LX) 75

9 8.

LRl ’ 9’ ’
Rezolvare

Aceastd problemi mi-a fost propusi cu urmitoarele
cuvinte : ,,Cum ati rezolva dv. aceasti problemi ? Sint
prea multe ecuatii gi este foarte greu si te descurci in ele”’.

Lucrurile se explicd simplu; pentru rezolvarea pro-
blemei nu este nevoie de nici un fel de ecuatii, de nici un
fel de algebrd — ea poate fi rezolvatd printr-un rationa-
ment aritmetic foarte simplu.

Sé addugdm la numdirul ciutat o unitate. Restul va
fi:1 + 1 = 2; deci numérul nostru se va impirti exact la 2.

La fel, el se va imparti exact si la 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Cel mai mic dintre aceste numere vafi9-8 + 7 -5 = 2 520,
§i deci numérul ciutat va fiegal cu 2 519, ceea ce se poate
verifica ugor.



CAPITOLUL 1V

ECUATII DIOFANTICE

Cumpirarea unei eravate

Problemii

Un cetitean trebuie si pliteasci pentru o cravati
19 ruble. Cum trebuie si procedeze cumpdiritorul care are
la el numai hirtii de 3 ruble, §i casierul care are numai
hirtii de 5 ruble, astfel ca plata si se facd firi ca banii
lor s& fie schimbati?

Problema se reduce la a afla cite hirtii de 3 ruble
trebuie si dea cetidteanul ca sd poatd primi restul in hirtii
de 5 ruble. Problema are doud necunoscute — numirul
hirtiilor de 3 ruble (z) §i numdirul hirtiilor de 5 ruble
(y) — legate printr-o singurd ecuatie :

3z — Sy =19.

Desi o ecuatie cu douid necunoscute are o infinitate
de solutii, nu rezultd de loc ci printre ele se va gisi méicar
o solutie in care z §i y sa fie intregi §i pozitivi, (fiind vorba
de numirul unor bilete de banci). Iati de ce algebra a
elaborat metoda de rezolvare a unor astfel de ecuatii
,,nedeterminate’’. Meritul introducerii lor in algebri apar-
tine primului reprezentant european din antichitate al
acestei gtiinte, Diofant, din care cauzd ecuatiile de acest
gen sint adesea numite ,,ecuatii diofantice’’.

Rezolvare

Vom ariita, pe exemplul dat, modul in care se rezolvi
ecuatiile de acest gen.
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Trebuie aflate . alorile lui « §i y din ecuatia
3z — 5y = 19,

stiind cd « §i y sint numere intregi §i pozitive.
S4 izolim necunoscuta cu coeficientul mai mic, adicd
termenul 3x; obtinem : ~

3z =19 + 5y,
de unde

Deoarece x, 6 si y sint numere intregi, egalitatea poate

. o 12y o
avea loc numai dacé 5 este, de asemenea, un numéir

intreg. Sd notim aceastd fractie cu litera f. Atunci
z=6+y+1,
unde

. 1 4 3y
3
si deci
3t=1+ 2y, 2y = 31—1.
Din aceastd ultimi ecuatie il determindm pe ¥ :

3t—1 t—1
=1+
2

y=

t—1
2
trebuie s& fie un numar intreg (pe care il vom nota cu t,).

Prin urmare

Deoarece y si ¢ sint numere intregi, rezultd cd i

y=1t+1,
in care

de unde
2, = (—1 5i (= 2, + 1.
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Inlocuind valoarea ¢ = 2¢, 4 1 in ecuatiile precedente
obtinem :

Y=l b= (2 + 1) |- 1, = 3, + 1,
X6 Lyt t=6 - (3 +1) + (2, + 1) = 8 + 5t,.

Astfel, pentru x si y rezultd expresiile*

x = 8 -+ 5y,
y= 14 3t,.

Stim cd « §i y sint numere intregi §i pozitive, adicd
mai mari decit zero. Prin urmare,

8 + 5, > 0,
1+ 34> 0.

Din aceste inegalititi rezulti :

5> —8 5i [[> —

30,> —1si ;> —

g,.!v—l c;\loc

Inegalititile de mai sus limiteazd valorile lui ¢,; ea

:)
=
Dar cum f{, este un numéir intreg, deducem ci pentru el
sint posibile numai urmétoarele valori :

. . 1. . .
este mai mare decit — - ( §i ca atare mai mare decit —

t,=0,1,2,3, 4,...

Valorile corespunzitoare pentru « §i y vor fi:

x =845 =8, 13, 18, 23,...,
y=1+3=1,14,710,...

Am stabilit astfel modul in care poate fi ficuti plata :
cetdteanul va da casierului 8 hirtii de 3 ruble i va primi
de la acesta din urm# o hirtie de 5 ruble :

8 :3-5=19,

* De fapt, am demonstrat doar cit orice solutie cu numere intregi a
ecuatiei 3x—5y= 19 este de forma x— 8 4 5t;, y= 1+ 3{;, unde {;
este un numair intreg oarecare. Demonstratia afirmatiei reciproce (anume
ci pentru oricare valoare intreagd a lui ¢, obtinem o solutie cu numere
intregi a ecuatiei date) nu am ficut-o. Dar de acest fapt ne putem convinge
usor, rationind in ordine inversi sau fnlocuind valorile aflate ale lui = si y
fn ecuatia initiala.
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sau va plati 13 hirtii de 3 ruble i va primi un rest de 4
hirtii de 5 ruble :

13 -3—4 -5 =19
s.a.m.d.

Teoretic, problema are o infinitate de solutii, insi
practic numéarul acestora este limitat, deoarece atit cum-
paratorul cit si casierul hu au o infinitate de bilete de
banecd. Dacé fiecare dintre ei are, si spunem, cite 10 bilete,
plata poate fi facutd numai intr-un singur fel : se plitegte
cu 8 hirtii de 3 ruble gi se primegte rest o hirtie de 5 ruble.
Dupi cum vedeti, ecuatiile nedeterminate pot da in prac--
ticd solutii bine determinate.

Revenind la problema noastri, propunem cititorului
si rezolve el insusi o variantd a problemei de mai sus,si
anume si analizeze cazul in care cumparitorul are nu-
mai hirtii de 5 ruble, iar casierul numai hirtii de 3 ruble.
Tn acest caz, se obtin urmitoarele solutii :

x=25,8, 11,...,

y=27,12,...

Intr-adevir,
5-5— 2 -3 =19,
85— 7-3=19,
11 -5-12 -3 = 19,

Am fi putut obtine aceste rezultate si din solutia pro-
blemei initiale, folosind un procedeu algebric simplu.
Deoarece a da hirtii de 5 ruble si a primi hirtii de 3 ruble
este echivalent cu ,,a primi hirtii de 5 ruble negative”’, si
»a da hirtii de 3 ruble negative’’, noua varianti a pro-
blemei se rezolvi cu ajutorul aceleiasi ecuatii, care reiese
din problema initiala :

3r—5y =19,

dar cu conditia ca & si y sd fie numere negative. De
aceea, din egalitétile :

x =8 + 5y,
=143

<
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tinind reama de r<< 0 si y<< 0, deducem :

8 b5l
1434 <0
i, prin urmare,
8
<o — .
5
Luind ¢, = — 2, —3, —1 etc., obtinem din formulele pre-

cedente urmitoarele valori pentru x si ¥ :

= =2 =3 |- 4
T -2 =7 | — 12
\ |
—— ﬁi ii,i—
|
= -5 -8 11
i |
Prima pereche de ,sulutn, @ == —2, y = —J5, aratd ci

cumpdritorul ,,pliteste minus 2 hirtii de 3 ruble’’ si,,pri-
megte minus 5 hirtii de 5 ruble”, adicd, in vorbirea obig-
nuita, plateste 5 hirtii de 5 ruble si primeste 2 hirtii de
3 ruble.

Controlul uncei cooperative

Problema

La controlul registrelor de comert ale unei coopera-
tive, una din inscrieri a fost piatatd cu cerneald si avea
aspectul de mai jos:

104



Nu s-a putut distinge citi metri au fost vinduti, insg
era sigur cd acest numaér nu era fractionar. La suma reali-
zatd s-au putut distinge doar ultimele trei cifre, stabilin-
du-se ci inaintea lor au fost incd trei cifre.

Poate, oare, comisia de control si stabileascd din
aceste date inscrierea ?

Rezolvare

Notdm numdirul de metri prin z. Suina realizatd va fi
datd in copeici prin :

4936 x.

Numirul exprimat prin cele trei cifre pitate cu cer-
neald va fi notat prin y. Este evident ca acesta reprezinti
niii de copeici, iar suma intreaga in copeici va fi :

1000 y - 728.
Avem ecuatia
4936 x = 1000 y + 728,
sau, dupa simplificarea cu 8,
617 x—125 y = 91.

In aceastdi ecuatie z $i y sint numere intregi, iar y

nu poate fi mai mare ca 999, deoarece el nu poate fi format

decit din 3 cifre. Rezolvim ecuatia, aga cum am aritat
mai sus :

125y = 617 z—91,

34 -8 17—4
y=0&—1 - 3 I:Sx—l+2(7—x)=5x—l+2l.
125 125
. 617 8 . .
(Aci am luat 25 =92 — 125 deoarece ne intereseazd ca

resturile si fie cit mai mici. Raportul

2 (17—42)
125
este un numdir intreg, si deoarece 2 nu se imparte la 125,

17—4x
125
notat cu ).

rezultd cé este un numdir intreg pe care l-am si



Mai departe din ecuatia
17—4x
125

L,

rezultd :
17—4x =125 (,

1—t
r=d4-311+4 — =4-31 41,
4

unde
y= 1ot
4
$i, prin urmare,
i = 1—1; 6 =1—1t;
= 1250,—27, y =6174,—134"*.
Stim ed
100 < y < 1 000.
Deducem :
100 < 6174, —134 < 1000,
de unde :
234 ., 1134

> sl < ———-
17 T 617
Este cvident cd pentru ¢, existd o singuri valoare
intreagi :

5i deci © = 98, y = 483, adicd au fost vinduti 98 metri in
valoare de 4 837 ruble, 28 de copeici.

Cumpiérarea unor timbre postale
Prohlemit
Cineva are 5 ruble gi doregte s& cumpere 20 de timbre

postale a 40 de copeici, a 25 de copeici $i a 5 copeici. Cite
timbre se pot cumpira de fiecare fel ?

* Observati ci coeficientii lui ¢, sint egali cu coeficientii lui = §i y
din ecuatia initiali 617x—125y = 91 si unul din coeficienti are semnul
schimbat. Acest lucru nu este fntimplitor ; se poate demonstra cid asa este
ori de cite ori coeficientii lui x §i y sint numere prime intre ele,
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Rezolvare
in cazul de fatd, avem dou#i ecuatii cu trei necu-

noscute :
40x + 25y -+ 5z = 500,
z+  y+ z=20,

unde z este numérul de timbre de 40 de copeici, y — de
25 de copeici, # — de 5 copeici. Impirtind prima ecuatie
la 5 §i schizind din ea a doua ecuatie, vom obtine o ecuatie

cu 2 necunoscute :
7xr + 4y = 80.

Obtinem pentru ¥ :
y=20-7. =.
1

s x “ a
Evident, - este un numar intreg. i1 vom nota cu . Avem :
y =207t a = 4L

Inlocuim valorile obtinute pentru x si ¥ in a doua

ecuatie :
404 207t + = 20;

obtinem :
z = 3L

Deoarece z >0, y >0 §i z >0, nu este greu si stabilim
marginile intre care poate varla ¢:

6
o<t<2 —>
7

de unde deducem ci pentru ¢ sint posibile numai doud
valori intregi :

t=15 t=2
Valorile corespunzitoare pentru z, ¥, z vor fi:
t= 1|2
x— 4|8 Verificare
—|— 4-40 +13 -25 + 3 -5 = 500,
y= 13 | 6 840 +6 -25+46 -5 =>500.
z= 3|6

Deci timbrele pot fi cumpédrate numai in dous feluri.
Problema urmitoare este de acelagi gen.
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Cumpéararea unor fruete

Problemi

Cu 50 de ruble au fost cumpirate 100 de buciti de
diferite fructe. Preturile fructelor sint urmatoarele :

pepene verde . . . . . . . . . . . . . .5 rublebucata
mere . . . . . ... ... ...« . .1rubldbucata
prune. . . . . . . . . . . . .. . .. .10copcici bucata

Cite buciti din fiecare fel de fructe au fost cumpérate ?

Rezolvare

Notind numirul pepenilor cu z, al merelor eu y si al
prunelor cu 2, formdm doud ecuatii :

[ 3002 - 100y 4 10z = 5000,
1 & y - == 100,

Impartind prima ccuatic la 10 i scizind din ca
ecuatia a doua, obtinem o ecuatie cu doud necunoscute :
192 4+ 9y = 100.
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Jai departe se procedeazi astfel :

400—49x 41—x)

y= — = 4#£4 5z + = 44—-5x + 4,
9

1= 17%, e—1-0t,
9

y=14--5 (1--90) 4 4t = 39 4 49L.

Din inegalitiitile :
1—9t> 0 si 39 + 49 > 0,
deducem ca

1 39

—_ >l > - —)

9 49
si deci t = 0. De aceea,

x=1, y=39.

Tnlocuind aceste valori ale lui  si ¥ in ecuatia a doua,
obtinem : z = 60.

Deci, s-au cumpirat : 1 pepene, 39 de mere gi 60 de
prune.

Alte combinatii nu existi.

Si se afle ziua nasterii

Problem:i

Indeminarea de a rezolva ecuatii nedeterminate per-
mite efectuarea urmétoarei scamatorii matematice.

Propuneti unui prieten si inmulteascid ziua nagterii
sale cu 12, iar luna — cu 31. El v4 comunici suma celor
doué produse §i pe baza lor ii calculati data nagterii.

Astfel, dacd prietenul s-a niscut la 9 februarie, el va
face urmitoarele calcule :

912 =108, 2 - 31 = 62,
108 -+ 62 — 170.

Pe baza acestui din urmi rezultat, 170, se poate
determina data nagterii. Cum ?
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Rezolvare

Problema se reduce la rezolyarea ecuatiei nedeter-
minate
12z -+ 31y = 170

in numere intregi si pozitive, in care data (ziua) z nu este
mai mare decit 31, iar numéirul lunii ¥ nu este mai mare
decit 12.

—31
x = 17031y _ 14-3y + 2+ 5y =11-3y + ¢,
12 12
2 4+ by = 121,
—2 4+ 12 1 1-—t
y= ——— =22 — =221,

1—t =5, { =151,
y =2 (1—=50)—21 = 2—121,,
x=14-3 (2-1216) + 15, = 9 4- 31 1.

Stiind ¢4 31 > z >0 % 12 > y > 0, aflam marginile
intre care poate varia t,:

9 6
<11<T-

<

Prin urmare
L=0 =9, y=2.

Data nagterii : luna a doua, zina a 9-a, adicd 9 fe-
bruarie.

Si demonstrim ci scamatoria reugegte intotdeauna,
adici ecuatia are intotdeauna o singuri solutie cu numere
intregi §i pozitive. Dacd notim numirul comunicat de
prieten prin a, aflarea datei nagterii lui se reduce la rezol-
varea ecuatiei :

122 = 31y = a.

S4 rationdm ,,prin reducere la absurd’’. Presupunem
cd aceastd ecuatle are dou solutii diferite in numere intregi
§i pozitive, §i anume solutia z,, ¥, si solutia z,, y,, unde
@, §i x, nu-l depisesc pe 31, iar ¥, §i ¥, nu-1 depisesc pe 12.
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Avem :
12x, + 31y, = a
. 12z, + 31y, = a

Sedzind ecuatia a doua din prima, obtinem :
12 (2, —xp) 4+ 31 (y,—yp) = 0.

Din aceastd egalitate reiese cid numérul 12(x;, — z,) se
imparte la 31. Deoarece x, i @, sint numere pozitive mai
mici sau egale cu 31, diferenta lor (; — x,) este mai mici
decit 31. De aceea, numirul 12(z, — x,) poate si fie divi-
zibil prin 31 numai in cazul cind x; = ®,, adici atunci cind
prima solutie coincide cu a doua. In felul acesta, presupu-
nerea existentei a doud solutii diferite duce la o contra-
dictie.

Vinzarea unor pui de gaini

O veche problemii

Trei surori au venit la tirg cu niste pui de giini. Una
dintre ele a adus pentru vinzare 10 pui, a doua — 16, a
treia — 26. Pind la prinz ele gi-au vindut o parte din pui
incasind acelagi pret de bucatid. Dupa amiazi ele au scizut
pretul §i au vindut restul de pui la acelagi pret. Acasi,
toate trei s-au intors cu aceeasi sumé de bani: fiecare
dintre surori a realizat din vinzare cite 35 de ruble.

La ce pret au vindut ele puii de giini inainte §i dupé-
amiazj ?

Rezolvare

S& notim numéirul de pui vinduti pind la prinz de
fiecare dintre surori cu @, y, z. in a doua jumitate a zilei
ele au vindut 10 — 2, 16 — y, 26 — z pui. Pretul pini la
prinz il vom nota cu m, iar cel de dupi-amiazi — cu n.
Pentru a fi mai clar, stringem la un loec aceste notatii :

Numarul de pui vinduti l Pretul

Pind la prinz .
Dupé prinz
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Prima a realizat :
mz + n(10—x); Pprin urmare, mz + §(10—1) =35;
a doua :
my - n(16—y); Prin urmare, my+ n(16—y) = 35;
a treia :
mz + n(26—z); Pprin urmare, mz + n(26—z) = 35.

Sd transformam aceste trei ecuatii :

(m—n)x 4 10 n = 35,
(m—n)y + 16 n = 35,
(m—n)z + 26 n = 35.

Scizind din ecuatia a treia prima si apoi a doua ecuatie,
obtinem succesiv :

(m—n) (z—2a) + 16n =0,
(m—n)(z—y) +10n = 0,

sau :
(m—n)(x—z) = 16 n,
(m—n)(y—z) = 10 n.

S4 impdrtim prima din aceste ecuatii la a doua :
r—z 8 T —z y—z
- — = —, sau ———— = -
y—=z 5 8 5
Deoarece xz, y, z sint numere intregi, diferentele
x — 2,y — z vor fi de asemenea numere intregi. De aceea,
pentru obtinerea egalitatii :

x -z y—z

8 5

este necesar ca x — z sd fie divizibil prin 8, iar y — z, prin
5. Prin urmare,

FoE =
8 5
de unde :
r =1z + 8t
y=1z-+ 5t
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Observim ci numérul ¢ este un numér intreg i pozitiv,
deoarece ¢ >z (in cazul contrar prima dintre surori n-ar
fi putut realiza acelasi cistig ca cea de-a treia).

Deoarece z << 10, reiese ci
z + 8t < 10.

Pentru 2 si ¢ intregi si pozitivi aceastd din urm3 inegalitate
va fi satisfdcutd numai !in cazul cind 2 =1 i ¢ = 1. Inlo-
cuind aceste valori ip ecuatiile :

r=2z+4 8t si y=2z+4 5t
obtinem :

[
e

T =29, y=
Revenind la ecuatiile :

mz 4+ n (10—zx) = 35,
my + n (16 —y) = 35,
mz + n(26—z) = 35

si introducind in aceasta valorile obtinute pentru z, v si z,
obtinem preturile cu care au fost vinduti puii de géina :

3 1
m=3—rb, n=1-—rbh,
4 4

Deci, pind la prinz puii s-au vindut cu 3,75 de ruble,
iar dupd prinz — cu 1,25 de ruble.

Douit numere si patru operatii

Problema

Problema precedentd, cu trei ecuatii §i cinei necu-
noscute, nu am rezolvat-o prin metoda generald, ci cu
ajutorul unui rationament matematic liber. La fel vom
rezolva §i problemele urméitoare, care duc la ecuatii nede-
terminate de gradul doi.

Iatd prima dintre ele.

Cu doud numere intregi §i pozitive au fost efectuate
urmitoarele patru operatii :

1. adunarea ; )

2. scdderea numirului mai mic din numiirul mai mare;

3. inmultirea;

4. fmpartirea numarului mai mare la numairul mai mic.
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Rezultatele obtinute fiind adunate au dat numérul
243. S& se afle numerele date. R .

Rezolvare

Dacd vom nota numirul mai mare cu x si numéirul
mai mic cu ¥y, atunci:

(x-:—y)+(x—y)+zy+§=243.
y

Dacd inmultim aceastd ecuatie cu y, desfacem paran-
tezele si apoi reducem termenii asemenea, obtinem :

z(2y + y* + 1) = 243y.

Dar
2y +y* + 1 = (y + 1)% si de aceca:
4
= 2489
(y + 1)

Pentru ca x si fie un numir intreg, numitorul (y 4 1)2
trebuie si fie unul din divizorii numérului 243 (deoarece
¥ nu poate si aibi factori comuni cu y + 1). Dacd 243 =
= 35, reiese ci 243 se divide la urmitoarele numere, care
sint pitrate perfecte : 1, 32, 92. Deci, (y + 1) trebuie si
fie egal cu 1,32 sau 92, de unde rezulti (avind in vedere ci y
trebuie sa fie un numaér pozitiv) cd y este egal cu 8 sau cu 2.

Atunci @ va fi egal cu:

243 - 8 243 -2
C

sau
Deci numerele ciutate vor fi 24 si 8 sau 54 si 2.

Ce fel de dreptunghi? -

Probhlemii

Laturile unui dreptunghi sint exprimate prin numere
intregi. Ce lungime trebuie s aibd aceste laturi, ca peri-
metrul dreptunghiului si fie egal cu suprafata lui?
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Rezolvare

Notind laturile dreptunghiului cu 2 si y, formdm
ecuatia :
2v 4 2y = xy,
de unde :
e 29 .
y—2
Deoarece z §i 9 sint pozitivi, numérul y — 2 trebuie
sé fie pozitiv, adicid y trebuie si fie mai mare decit 2.
Observim ci :
2y 2(y-—-2) + 4 4

x = = =2+
y—2 y— 2 y—2

’

si cum g trebuie si fie un numir intreg, expresia

trebuie 84 fie de asemenea un numir intreg. Dar in cazul
y > 2 acest lucru este posibil numai dacs y este egal cu
3, 4 sau 6. Valorile corespunzitoare ale lui z vor fi:
6, 4, 3.

Agadar, figura ciutati este fie un dreptunghi cu latu-
rile 3 i 6, fie un pdtrat cu latura 4.

Doui numere formate din doud cifre

Problemi

Numerele 46 §i 96 posedd o particularitate intere-
santd : produsul lor ramine acelasi, atunci cind permutim
cifrele lor.

Intr-adevir,

46 - 96 = 4416 = 64 - 69.

Se cere si se stabileascd dacd existd §i alte perechi de
numere formate din doui cifre, care posedi aceeagi pro-
prietate.

Rezolvare

Sé notdm cifrele numerelor ciutate cu « i y, 2 5i ¢
§i 84 form#m ecuatia :

(10z + y) 10z + ) = (10y + a) (10{ + 2).



Desficind parantezele §i ficind reducerile obtinem :
xz = yt,

unde z, y, 2, ¢t sint numere intregi, mai mici decit 10.
Pentru aflarea solutiilor, formdm din 9 cifre toate pere-
chile cu produsele egale :

1:-4=2-2 2-8=4-4
16=2:3 2-9=3-6
1-8=2:4 3:8=4:6
1-9=3:3 4-9=6 -6
2:6=3 -4

In total avem 9 egalitéiti. Din fiecare se pot forma una
sau doud grupe de numere ciutate. De pildi, din egalitatea
1-4=2-2avem o singurid solutie :

12 42 =21 - 24,

Din egalitateal -6 =2 -3 avem doud solutii :
12 +63 =21 -36; 13 -62 = 31 - 26.
In felul acesta aflim urmiitoarele 14 solutii :

12 -1 1-24 23 -96 =32 -69
12 - 1:36 24 -63 =142 -36
12 -84 =21 - 48 24 -84 =42 - 48
13 -62=31.26 26 -93 =62 -39
13 - 93 =31 -39 34 -86 =43 -68
14 - 82 =11 -28 36 -84 =63 -48
23 +64 =232 +46 46 - 96 =64 69

&
i
R

=}

Numerele pitagoriee

O metodd comodd §i foarte precisi, folositd pentru
trasarea liniilor perpendiculare pe teren, constd in urmi-
toarele. S§ presupunem c# in punctul A4 trebuie si ridicim
o perpendiculari pe MN (fig. 13). Din punctul A4, pe
directia lui AM, se ia de trei ori o distantd oarecare a.
Apoi, pe o sfoard se leagd trei noduri avind intre ele dis-
tantele egale cu 4a §i ba. Fixind nodurile extreme in
punctele A §i B, se intinde sfoara din nodul din mijloc C.
Sfoara va forma un triunghi, in care unghiul A va fi drept.
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Aceastd metodd veche, fo-
lositd cu mii de ani in urmi de
constructorii piramidelor egip-
tene, se bazeazda pe faptul ci
orice triunghi ale ecdrui laturi
se prezinti in raportul 3:4:5
cste, potrivit cunoscutei teoreme
a lui Pitagora, un triunghi
dreptunghi, deoarece :

32 4 42 = 52

Afarid de numerele 3, 4,5, Fig. 13
existd o infinitate de numere
intregi si pozitive a, b, ¢, care satisfac relatia

a? 4 b2 = c2.

Aceste numere se numesc pitagorice. Dupi teorema
lui Pitagora, ele pot fi lungimile laturilor unui triunghi
dreptunghi; de aceea a §i b se numesc ,,catete’, iar ¢
,,ijpotenuzi’’.

Este clar ci atunci cind a, b §i ¢ sint numere pitago-
rice, atunci §i pa, pb §i pc (unde p este un numir intreg)
vor fi numere pitagorice. Cind numerele pitagorice au
factor comun, numerele date potfi simplificate prin acest
factor comun §i vom obtine din nou trei numere pitago-
rice. De aceea, vom analiza la inceput numai numerele
pitagorice prime intre ele (celelalte le vom obtine inmul-
tindu-le cu diferite numere intregi pozitive).

S4 demonstrim cid in fiecare triplet a, b, ¢ una din
catete trebuie 84 fie un numar par, iar cealaltd — un numir
impar. Vom rationa prin ,,reducere la absurd’. Daci
ambele ,,catete’’ a i b sint pare, atunci §i numérul a2 + b2
va fi par, §i deci §i ,,ipotenuza’’. Aceasta este insd in con-
tradictie cu faptul ¢4 numerele a, b, ¢ nu au factor comun,
trei numere pare avind factorul comun 2. In felul acesta,
una din ,,catetele’’ a, b trebuie si fie un numir impar.

Mai existd o posibilitate : ambele ,,catete’’ sint numere
impare, iar ,,ijpotenuza’® — un numir par. Nu este greu
sé demonstram cd aceastd situatie nu poate avea loc.
Tntr-adeviir, dacs ,,catetele’® vor fi de forma :

2r + 1 si 2y + 1,
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atunci suma pétratelor lor va fi egald cu :
42 tdr 4+ 1+ 4y -1 =4 @+ y? -y + 2,

adicd un numaér care, impirtit la 4, va da un rest egal cu 2.
Dar noi stim cd péatratul oricirui numér par trebuie si se
imparta la 4 fird rest. Deci, suma péitratelor a dou# numere
impare nu poate fi pitratul unui numér par; cu alte
cuvinte, cele trei numere nu sint pitagorice.

Prin urmare, una din ,,catetele’’ a, b este pari, iar
cealalty — impard. Atunci numéirul a2 + % este impar §i
deci ,,ipotenuza’’ ¢ este impari.

Pentru fixarea ideilor, presupunem ,,cateta’’ @ impari,
iar ,,cateta’ b — pard. Din egalitatea :

a? + b =c?,
obtinem ugor :
a? = ¢2—-b% = (¢ + b) (c—0b).

Factorii ¢ 4 b §i ¢ — b, din membrul al doilea al egalititii,
sint numere prime intre ele. Intr-adevir, daci aceste
numere ar avea un factor comun prim, diferit de unitate,
atunci §i suma :

(c + b) + (c—b) = 2,
i diferenta :

(¢ + b)—(c—b) = 2b,
$i produsul :

(c +b) (c—b) =
s-ar divide prin el, adici numerele 2¢, 2b §i a ar avea un
factor comun. Deoarece a este impar, acest factor este
diferit de 2. Acelagi factor comun l-ar avea §i numerele
a, b, ¢, ceea ce nu se poate. Contradictia obtinuti aratd
cd numerele ¢ + b §i ¢ — b sint prime intre ele.

Insd cind produsul a dousi numere prime intre ele
este un pétrat perfect, atunci fiecare din ele este un patrat
perfect, adica :

fet+b= m2,
1 c—b= nz'
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Rezolvind acest sistem, obtinem :
_ m2 L n® ) b — m? — n? ,
2 2

a? = (¢ + b) (c—b) = m*n3 «= mn.

Asadar, numerele pitagorice considerate sint de forma :

m? - n2 m2 - n?
o = mn, b= ———— C= —
2 2

unde m gi » sint numere impare prime intre ele. Cititorul
se poate convinge usor ci §i pentru orice valori impare ale
lui m §i n, formulele de mai sus dau trei numere pitago-
rice a, b, c.

Iatd citeva triplete de numere pitagorice, obtinute
pentru diferite valori atribuite lui m §i n:

+
2122
2242

92 4 402
112 + 602
132 + 842
152 + 82
212 4 202
332 + 562
392 - 802
352 4 122
452 | 282
552 - 482
652 4 722
632 4- 162
772 + 362
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(Toate celelalte triplete de numere pitagorice, fie ¢
au factori comuni, fie ¢4 sint compuse din numere mai
mari decit 100).

Numerele pitagorice poseds citeva particulariti{i in-
teresante, pe care le vom indica, firi demonstratie :

1. Una din ,,catete’ trebuie si fie multiplu de 3.

2. Una din ,,catete’ trebuie si fie multiplu de 4.

3. Unul din numerele pitagorice trebuie si fie mul-
tiplu de 5.

Cititorul poate si se convingdi de existenta acestor
proprietdti analizind exemplele de mai sus.
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Ecuatia nedeterminati de gradul trei

Suma cuburilor a trei numere intregi si pozitive poate
fi cubul unui al patrulea numir. De exemplu :

33 4- 43 4+ 53 = 63,

Aceasta inseamns cd un cub cu muchia egali cu
6 cm este la fel de mare cu suma a trei cuburi, ale ciror

BRI ME

Fig. 14

I
=p!

muchii sint egale respectiv cu 3, 4 si 5 em (fig. 14). Potrivit
legendei, aceastd proprietate 1-a preocupat mult pe Platon.

S4 incercim si gisim alte relatii de acest gen, adici
si punem urmitoarea problemi : si se rezolve ecuatia
3 + y3 + 2% = u3. Este insd mai comod si notim necu-
noscuta # cu —t. Atunci ecuatia va cidpita o formi mai
simpla

By + 3 3=0.

Vom examina o metodd cu ajutorul cireia putem afla
o infinitate de solutii ale acestei ecuatii, exprimate prin
numere intregi (pozitive §i negative). Fie a, b, ¢, d §i «,
B, v,9, doud grupuri de cite 4 numere, care satisfac ecuatia
de mai sus. Si addugidm la numerele din primul grup
numerele din grupul al doilea inmultite cu un numaéar %
§i 84 ciutim si-1 alegem pe k, astfel incit numerele ob-
tinute :

a+ ke, b+ kB, ¢+ ky, d+ k3,

s4 satisfacd, de asemenea, ecuatia noastrda. Cu alte cuvinte,
sé-1 alegem pe k astfel ca si rezulte egalitatea :

(@ + k) + (0 + k3 + (e + ky)? + (@ + k3 = 0.
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Desficind parantezele gi avind in vedere ci grupurile
a, by, ¢, d si a B, v, 3 satisfac ecuatia noastrd, adicd au
loc egalititile :
@b F 3L di =0, o3+ B3+ 3+ 8 =0,

obtinem :
3ako + 3ak®a? 4 3D2kB b 30k3B% - 3c¢cky 4 3cky? + 3d%k8 +-
+ 3dk232 = 0,
sau
3k [(a®a + b2B + c®y + d%3) + k(ax? + bB32 4 cy? 4 dd%) = 0.

Acest produs va fi egal cu zero numai in cazul cind méicar
unul din factorii lui este egal cu zero. Egalind fiecare din
factori cu zero, obtinem doud valori pentru k. Prima
valoare, ¥ = 0, nu ne intereseazi, deoarece aceasta in-
seamnd cd dacd la numerele a, b, ¢, d nu se adaugi nimie,
atunci numerele obtinute satisfac ecuatia noastri. De
aceea vom lua numai valoarea a doua pentru % :

_ aa 4 b2B + cy + d?8
ao® + bB32 + cy? + dd?

Astfel, cunoscind douéd grupuri de 4 numere, care sa-
tisfac ecuatia initiald, putem afla un al treilea grup de
4 numere de acest fel ; pentru aceasta trebuie si adunim
la numerele din primul grup de 4 numere, numerele din
grupul al doilea inmultite cu k¥, unde % are valoarea dati
mai sus.

Ca si putem folosi aceastd metods, trebuie si cu-
noagtem dousd grupuri de 4 numere, care satisfac ecuatia
initiald. Unul din aceste grupuri (3, 4, 5, — 6) il cunoastem.
De unde si ludm incd un grup ? Solutia o putem afla
simplu : pentru cel de-al doilea grup putem lua numerele
r, —r, 8, —8 care, evident, satisfac ecuatia initiald. Cu alte
cuvinte si ludm :

a=3,b=4,¢c=5 d= —6,
ao=r,B=—r,y=s 8= —s.

Atunci pentru k¥ vom obtine urmitoarea valoare :
—7r—-lls_ '7_1'+ 11s

n? — st 7t — s?

k= —

’
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iar numerele a + ko, b + kB, ¢ + ky, d + k3 vor fi res-
pectiv egale cu:

28r2 + 11rs — 3s? 212 — 11rs — 4s2
I ’
7r: — s? r2 — s?
35r2 + 7rs + 6s2 —42r2 — 7rs — 5s
rE — s 7ri—s?

Potrivit celor relatate mai sus, aceste patru expresii
satisfac ecuatia initialj :

B3+ B3=0.

Deoarece toate cele patru expresii au acelagi numitor, il
putem ldsa la o parte (adicd numiritorii acestor fraectii,
satisfac, de asemenea, ecuatia consideratd). Deci, pentru
orice valori atribuite lui 7 gi s, ecuatia datd va fi satisficuta
de urmitoarele numere :

x= 28r2 4 11rs — 3s2,
y= 21r2 — 11rs — 4s2,
z== 35r2 4 7rs 4 6s2,
{= —42r2 — T7rs — 5s2,

de aceasta putindu-ne convinge §i direct, ridicind aceste
expresii la cub §i adunindu-le. Atribuind lui  §i s diferite
valori intregi, vom obtine un gir de solutii intregi ale ecua-
tiei noastre. In cazul cind numerele obtinute au un factor
comun, atunci le putem impérti prin el. De exemplu,
pentru r =1, s = 1, obtinem pentru z, ¥, 2, t urmitoarele
valori : 36, 6, 48, —54, sau simplificind cu 6, valorile 6, 1,
8, —9. In felul acesta,

6% + 13 4 83 = 93,

Tatd incd o serie de egalitdti de acelasi tip (obtinute
dupd impéartirea prin divizorul comun) :

pentru r=1, s= 2 383 4 733 =173 + 763,

pentru r=1, s= 3 173 4+ 553 = 243 + 543,

pentrur=1,s= 5 43 + 1103 = 673 + 1013,

pentru r=1, s= 4 83 4 53%3= 293 + 503,

pentru r=1, s= — 1 73 4+ 143 +.173 = 203,

pentrur=1, s= — 2 28 4 163= 93 4 153,
A3 pentru r= 2, s= — 1

29% + 343 4 443 = 533,

o o o« e e e e e

.
.
.
.
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Se observi cd dacd in primul grup de 4 numere 3, 4,
5, —6, sau intr-unul din grupurile obtinute de noi, schim-
bdm locul numerelor §i aplicim aceeasi metodd, obtinem
o noud serie de solutii. De pildd, daci luim grupul 3, 5,
4, —6 (adici a =3, b =5, ¢ =4, d = — 6), obtinem
pentru z, y, 2, §i t valorile :

20r2 4+ 10rs — 3s2
= 12r? —10rs — 5s2,
= 16r - 8rs -+ 6s2,
= — 24r% — 8rs — 4s2.

~ =R

De aici, pentru diferite valori ale lui » §i s, obtinem
o serie de relatii noi :

pentru r=1, s= 1 93 4+ 103= 13 + 123,
pentru r=1, s= 3 233 + 943 = 633 4 843,
pentru r=1, s=5 53 1 163% + 1643 = 2063,
pentru r=1, s= 6 78 + 543 4 578 = 703,
pentru r= 2, s=1 233 + 978 4+ 863 = 1163,
pentru r=1, s= —3 33 + 363 + 373= 463 etc.

In felul acesta se poate obtine o infinitate de solutii
pentru ecuatia considerati.

O sutd de mii de marei pentru demonstrarea
unei teoreme

Una din problemele din domeniul ecuatiilor nedeter-
minate a devenit celebrsi, deoarece pentru rezolvarea ei
s-a oferit o avere : 100 000 de mirci germane !

Problema constd in a demonstra urméitoarea propo-
zitie, cunoscutd sub denumirea de ,,marea teoremd’’ a lui
Fermat * :

Suma a doud numere intregi ridicate la aceeasi putere
nu poate fi egald cu un al treilea numir intreg ridicat gi
el la aceeasi putere. Exceptie face numai puterea a doua
pentru care acest fapt este posibil.

* Fermat (1603—1665) n-a fost matematician de profesie. Jurist si
consilier {n parlament, el se ocupa cu studii matematice numai in timpul
liber. Cu toate acestea, el a ficut o serie de descoperiri extrem de impor-
tante pe care nu le-a publicat, ci, dupi obiceiul epocii, le-a comunicat
fn scrisorile sale adresate prietenilor sii savanti: Pascal, Descartes,
Huyghens, Roberval si altii,
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Cu alte cuvinte, trebuie demonstrat ci ecuatia

a4yt = P

nu poate fi rezolvati in numere intregi pentru n > 2.
S4 explicim cele spuse mai sus. Am vizut ci ecua-
tiile :
4+ =2
4 yd+3=13

admit mai multe solutii intregi. Dar incercati si gisiti trei
numere intregi pozitive, care si satisfaci conditia x3 4
+ y3 = 23, 5i veti vedea cd munca voastrd va fi zadarnici.

Acelagi esec vi agteaptd §i la ciutarea exemplelor
pentru puterile 4, 5, 6 etc. Tocmai in aceasta constd ,,marea
teoremi a lui Fermat’’. .

Ce se cere, deci, de la concurenti pentru obtinerea
premiului ¢ Ei trebuie si demonstreze teorema pentru toate
puterile pentru care ea este valabili. Intr-adevir, teorema
lui Fermat nu este inci demonstrati §i ea, cum s-ar zice,
atirni in aer.

Au ftrecut trei secole de cind ea a fost enuntati, dar
matematicienii n-au reu§it s-o demonstreze. Cei mai mari
matematicieni au muncit la rezolvarea acestei probleme,
dar in cazul cel mai fericit ei reuseau si demonstreze
teorema numai pentru anumiti exponenti ; or, este necesar
84 se giseasci demonstratia generalid pentru orice expo-
nent intreg.

Este interesant de remarcat ci demonstratia teoremei
lui Fermat a fost deja gisitd, dar s-a pierdut ulterior.

Autorul teoremei, genialul matematician din secolul
al XVII-lea, Pierre Fermat, afirma ci el a demonstrat
aceastd teoremé. El gi-a notat ,,marea sa teoremi’’ (ca si
o serie de alte teoreme din teoria numerelor) sub formé&
de insemnare pe marginile lucririi lui Diofant, adiugind :

,Am gisit o demonstratie cu adeviarat uimitoare a
acestei propozitii, dar aci este prea putin spatiu ca s-o
pot reda’’.

Nici printre hirtiile marelui matematician, nici in co-
respondenta lui, nicdieri nu s-au gésit urmele acestei de-
monstratii.

Urmagii Ini Fermat au fost nevoiti s urmeze cii pro-
prii. Tatd rezultatele eforturilor lor : Euler (1797) a de-
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monstrat teorema lui Fermat pentru puterea a 3-a ; pentru
puterea a 5-a a demonstrat-o Legendre (1823), pentru
puterea a 7-a * — Lamé (1840). In 1849, Kummer a
demonstrat teorema pentru un grup destul de mare de
puteri gi, printre altele pentru toti exponentii mai mici
ca 100. Aceste lucrdri depigesc limitele domeniului din
matematicd pe care 1-a cunoscut Fermat gi este de nein-
teles cum a putut Fermat si giseascd o demonstratie
generald pentru ,,marea sa teoremi’’.

Celor care se intereseazi de istoricul gi starea actuald
in care se afli problema lui Fermat le recomandim brogura
lui A. I. Hincin — Marea teoremd a lui Fermat. Scrisd de
un specialist, brogura aceasta presupune din partea citi-
torului numai cunogtinte elementare de matematici.

* Pentru exponentii neprimi (afard de 4) nu se cere o demonstratie
speciald : aceste cazuri se reduc la cazurile cu exponenii primi.



CAPITOLUGL V

A SASEA OPERATIE MATEMATICA

A sasea operatie

Adunarea §i inmultirea au cite o operatie inversi,
care se numesc sciderea §i impértirea. A cincea operatie
matematici — ridicarea la putere — are doud operatii in-
verse : aflarea bazei si aflarea exponentului. Aflarea bazei
este a sasea operatie matematici gi se numegte extragerea
ridédcinii. Aflarea exponentului — a gaptea operatie — se
numegte logaritmare. Nu este greu si intelegem de ce ridi-
carea la putere are doud operatii inverse, in timp ce adu-
narea §i inmultirea au numai cite o operatie inversi :
ambii termeni ai unei sume (primul §i al doilea) joacid
acelagi rol, ei pot si-§i schimbe reciproc locurile ; aceeasi
afirmatie este valabild in cazul inmultirii ; in ceea ce pri-
vegte numerele care intervin in operatia de ridicare la pu-
tere, adici baza i exponentul, ele nu au acelasi rol; in
general, ele nu pot fi permutate (de exemplu, 3% 5% 53). De
aceea, aflarea fieciruia din numerele care iau parte la
adunare §i inmultire se face prin aceleasi procedee, pe cind
aflarea bazei §i exponentului se face in mod diferit.

A sasea operatie, extragerea ridicinii, se noteazi cu}.
Nu toatd lumea gtie ci acest semn nu este altceva decit
forma putin schimbatd a literei latine r, prima literd a
cuvintului latinesc care inseamni ,,rddédcind’’. A fost un
timp (secolul al XVI-lea), cind semnul radicalului n-a fost
litera 7 mici, ci litera R, iar aldturi de ea se punea prima
literd a cuvintelor latine ,,pitratd’’ (q) sau ,,cubicd’ (c),
pentru a se arita care anume ridicind trebuie extrasi *.

* In manualul de matematici al lui Magnitki, dupi care se invita

fn Rusia in prima jumitate a secolului al X VIII-lea, nu existi de loc semnul
radicalului.
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De exemplu, se scria :
R. q. 1352
in loc de notatia de astiizi:
V1352,

Dacid mai adiugim la aceasta ci in acea epoci nu
intraserd incd in uz semnele actuale pentru plus §i minus,
ci in locul lor se scriau literele p. §i m., §i cd parantezele
noastre erau inlocuite cu semnele | _!, ne putem da
seama ce aspect neobignuit pentru ochiul nostru aveau
expresiile algebrice de atunci.

Iatd un exemplu din cartea matematicianului italian
Bombelli (1572) :

R-c-|_R-q--1352p-16_|m *Rec.| R -q-4352m -16 |

Noi am fi seris aceastd expresie astfel :
3/ 3/
1/ Vass2 +16 — |/ V4352 — 16.

n

In afari de notatia }/ @ se mai foloseste pentru aceasti
operatie i notatia a'/», care este foarte comodd in sensul
generalizirii : ea pune in evidentd faptul ci orice ridicind
nu este altceva decit o putere, a ecdrui exponent este un
numir fractionar.

Aceastd notatie a fost propusi de eminentul matema-
tician olandez din secolul al XVI-lea, Stevin.

Ce este mai mare?

Prima problemi

Ce este mai mare : /5 sau }/2¢
Aceastd problem3 ca si cele ce vor urma trebuie rezol-
vate fird a calcula valoarea rédécinilor.
Rezolvare
Ridicind ambele expresii la puterea a 10-a, obtinem :
—-\10 ~\10
(7/5)° = 52= 25, (J/2)" = 25 = 32;
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deoarece 32 > 25, rezultd ci si
V2 > Vﬁ.

Frohlema a doua

Ce este mai mare : |4 sau |/ 79

Rezolvare
Ridieind ambele expresii la pﬁterea a 28-a, obtinem :
(IV2)" = 47 = 210 = 27 . 27 = 1282,
(V7)) = 7= 72 - 72 = 402,
Deoarece 128 > 49, rezulti ci
Ve >,
Prohlema a treia

Ce este mai mare: }/ 7 + )10 sau |'3 + J/19 ?
Rezolvare

Ridicind ambele expresii la péitrat obtinem :
(V7 + V10)*= 17 + 2 V70,
(V3 + V19)® =22 4 2 /57
Sd miesoram ambele expresii cu 17; ramine :
2V70 si 5+ 2V57.
Ridicim aceste expresii la pitrat. Avem :
280 si 253 + 20 V5_7-

Scizind din fiecare expresie numérul 253, si com-
parim numerele

27 si 20 V57.
Deoarece |57 este mai mare decit 2, reiese ci :
20 57 >40; prin urmare,

V3 +Vi9 > V7 + Vio.
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Sa se rezolve dintr-o privire

Prohlema

Uitati-vd mai atent la ecuatia :

si spuneti cu ce este egal x.

Rezolvare

Orice persoand familiarizatd cu simbolurile algebrice
isi va da seama ci :

r= [3/‘{
Intr-adevir :
v () -
si, prin urmare,
a2t = 3= 3,

adicd ceea ce se cere.
Cei care nu sint in mésurd si rezolve ecuatia dati
.dintr-o privire’’ pot afla necunoscuta in felul urmitor.

Fie :
3= y.
Atunci :

7

i ecuatia capitd forma :

7)==

sau, ridieind la cub:
Yy = 33,

Este clar cid y = 3, si deci
2= /i= /5.

9 ~ c. 1934
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Farse algebrice

Prima problemi

A gsasea operatie algebrici ne permite si prezentim
adeviarate farse algebrice, ca: in ce fel 2 -2 =5, 2 =3
etc. Umorul acestor reprezentatii algebrice constd in
aceea ci eroarea — destul de elementari — este mascats
si nu bate la ochi. Vom prezenta douid piese din acest
repertoriu comic din domeniul algebrei.

Prima :
2= 3.
Pe scend apare la inceput egalitatea indiscutabili :
4-10= 9—15.
In ,,actul” al doilea, la ambii membri ai egalititii se
1
adaugd valoarea 6 T

1
4—10+6f—=9——15+6l-
4 4

Desfigurarea ulterioard a farsei constd in transfor-
mdrile :

2 5 53\2
22_2.2.i+(£ =32_2.3..'.)_+(_), N
2 2 2 2

2 5
(2_ 2) - (3_—) :
2 2
Extrigind ridicina pitrati din ambii termeni, ob-
tinem :
.
o5 _3_ 3.
2 2
. s . .5 .
Ad#ugind la ambii membri fractia -+ ajungem la
urmitoarea egalitate absurdi :
2=3.

In ce constdi gregeala ?
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Rezolvars

Gregeala s-a strecurat in urmétorul loc : din egalitatea
(2~ i)2= (3_ 3)2,
2 2 )

22 _3_35.

2 2

s-a dedus ci :

Daci pétratele a doud cantititi sint egale, nu reiese ci
si aceste cantitdti sint egale intre ele. De exemplu (—5)% =
= 52, dar —5 nu este egal cu 5. Pitratele pot fi egale intre
ele §i atunci cind cantitétile ridicate la pitrat sint diferite
intre ele. Exemplul nostru prezintd chiar cazul acesta :

1\ (1)?
2 2
1 1
dar — nu este egal cu 5"

Problema a doua
O altid farsd algebricd (fig. 15):
2.2=5

se demonstreazi dupd exemplul din problema precedenti
5i se bazeazd pe acelagi truc. Pe scend apare egalitatea
asupra cdreia nu incape nici o indoiali :

16 — 36 = 25 — 45.
Se adaugd doud numere egale :

1
16 — 36 + 20— = 25 — 45 + 201,
4 4

yi se fac urmditoarele transformiri :

9 912 2
42_2_4.’__,_(_()_):52_2,5,2_*_(2 ,
2 2 2

b
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636 =4S s
1 6-3642). ,725~95+2

Fig. 15

Apoi prin acelagi rationament nejustificat se trece
la final :

Lt

1 =
2 -2=5.

Aceste cazuri comice au ca scop si puni in garda pe cei
care nu posedd o experientd suficientd in domeniul mate-
maticii fatd de operatiile imprudente cu ecuatiile care
contin necunoscute sub radical.



CAPITOLUL VI

ECUATIILE DE GRADUL DOl

Stringerile de mina

Problemi

Participantii la o sedin{i si-au strins miinile gi cineva
a calculat cd in total au fost 66 de stringeri de mind. Citi
oameni au fost la gedinta ?

Rezolvare

Problema se rezolvd destul de simplu pe cale alge-
bricd. Fiecare din cei x participanti a strins # — 1 miini.
Deci, in total au avut loc « (x — 1) stringeri de mini;
dar trebuie tinut seama cd, atunci cind Ivanov stringe
mina lui Petrov, la rindul lui §i Petrov stringe mina lui
Ivanov ; aceste doud stringeri de mind trebuie considerate
ca una singurd. De aceea, numirul stringerilor de mini
calculate este de doud ori mai mic decit z (¢ — 1). Avem
ecuatia :

x(r—-1)

2

= 66

sau, dupd transformare,

A?-x-132 = 0,

de unde :
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Deoarece in cazul de fatd, solutia negativi (—11
oameni) este lipsitd de sens, o neglijim si pastrim numai
prima riadicind : la yedintd au participat 12 oameni.

Un roi de albine

Problemi

Tn India antici a fost foarte popular un gen de sport
foarte original — intrecerea publicd in rezolvarea proble-
melor dificile. Manualele de matematici indiene erau folo-
site ca indreptare pentru asemenea intreceri. ,,Potrivit
regulilor expuse aici — scrie autorul unuia din aceste ma-
nuale — cel intelept poate si intocmeascd o mie de alte
probleme. Asa cum soarele prin strilucirea sa intuneci
stelele, la fel un om invitat va intuneca gloria altuia in
intreceri populare, propunind si rezolvind diferite pro-
bleme algebrice’’, In original aceste cuvinte sint spuse mai
poetic, deoarece intreaga carte este scrisi in versuri.
Problemele erau scrise, de asemenea, in versuri. Ddm una
din ele, bineinteles, in prozi.

Un numir de albine, egal cu ridicina pitratd din
jumitatea intregului roi, s-a asezat pe o tufi de iasomie,

xatq @ 8 .. . . . . e s
ldsind in urma lorg din roi. Numai o singuri albind se

invirteste in jurul unui lotus fiind atrasi de zumzetul prie-
tenei ei, care a fost prinsd in cursa florii mirositoare. Cite
albine au fost in total in roi ¢

Rezolvare

Dacid vom nota numirul de albine ciutat cu z, ecuatia
va fi de forma :

pe care o putem prezenta sub o forméa mai simpléd introdu-
cind necunoscuta auxiliari :

z
-5
2
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Atunci x = 2y2 si ecuatia va fi:

16 y2
v+ ——gy— 4+ 2= 202 sau 2y°—9y—18 = 0.

Rezolvind-o, obfinem doud valori pentru y :

3
h=0, Y= ——-
1 2 9

Valorile corespunzitoare pentru x:

x, = 72, xy = 4,5.

Deoarece numirul albinelor trebuie si fie un numar intreg
si pozitiv, numai prima ridicini satisface problema : roiul
cra compus din 72 de albine. Si verificdm :

V7_2 L _2_.72+2=6+64+2=72.
2

0 ceatd de maimute
Problemi

O altd problemi indiand, o vom da in versuri, aga cum
a tradus-o autorul cirtii Cine a inventat algebra? V. 1.
Lebedev :

Impirtite-n douid grupe

Se jucau nigle maimute.

O optime dintre ele ridicati la patrat
Se jucau fntr-un tufis;

Alte doui#sprezece

Se hirjoneau tn poiana din apropiere,
Spune-mi cititorule

Cite maimute erau acolo?



Rezolvare

Dacéd numirul total de maimute este z, atunci :
(i)' F12=z, ‘
8

;= 18, ¥y = 16.

de unde :

Problema are doud solutii pozitive : in ceatd erau
fie 48 de maimute, fie 16. Ambele solutii satisfac pro-
blema.

Cit de prevazatoare pot fi ecuatiile

In cazurile analizate, atunci cind am obtinut doui
solutii, am procedat diferit, in functie de conditiile pro-
blemei. In primul caz, am neglijat ridicina negativi ca
una care nu corespunde continutului problemei, in al
doilea caz, am lisat la o parte radicina fractionard si nega-
tivi, iar in problema a treia, dimpotrivi, am folosit ambele
ridacini. Existenta unei a doua solutii constituie adesea o
surprizi pentru cel care a rezolvat problema, sau chiar
pentru cel care a intocmit-o. Vom da un exemplu in care
ecuatia este mai previzitoare decit creatorul ei.

O minge este aruncatd in sus cu o vitezd de 25 m pe
secundi. Peste cite secunde ea va fi la o indltime de 20 m
deasupra pimintului?

Rezolvare

Pentru corpurile aruncate in sus, daci facem abstractie
de rezistenta aerului, mecanica stabileste urmétoarea re-
latie intre iniltimea la care s-a ridicat corpul deasupra
pdmintului (), viteza initiald (v), acceleratia gravitatiei (g)
§i timpul () :

12
h=ovt— L.

In cazul de fatd, putem neglija rezistenta aerului,
deoarece la viteze neinsemnate aceasta este micd. Pentru
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simplificarea calculelor, admitem cd g =10m pe secundi,
in loc de 9,8 (eroarea este de 29%). Substituind in formula
de mai sus valorlle lui h, vsig, obt,lnem ecuatia : -

2
20= 251— —10—{-,

iar dupd simplificare :

' -5t 4 4= 0,

Rezolvind ecuatia, gésim :
fi=1si f,= 1.

Mingea va fi la indltimea de 20 m de doui ori : peste
o secundd si peste 4 secunde.

Acest fapt poate si pard neobisnuit si, dacd nu stim
pe ginduri, sintem gata si neglijaim solugia a doua. Dar
ar fi o greseald sd proceddm astfel ! Solutia a doua isi
are sensul ei ; mingea trebuie si fie de doui ori la 1naltlmea
de20m:o data la urcare §i a doua odra la cidere. intr-a-
devir, la viteza initiald de 25 m/s mingea trebuie sé zboare
in sus 2,5 secunde §i sd ajungd la o indltime de 31,25 m.
Atingind dupd o secundd indltimea de 20 m, mingea va
mai urca 1,5 secunde, apoi va cobori tot atita timp pinid
la nivelul de 20 m gi, dupd inci o secundi, va atinge
pimintul.

Problema lui Euler

in Autobwgiafza sa, Stendhal povesteste urmatoarele
despre anii sii de invatatura :

y,L-am gisit la el (profesorul de matematici) pe Euler
§i problema lui despre numirul de oui, pe care o tdranca
le ducea la tirg... Pentru mine aceasta a fost o desco-
perire. Am inteles ce inseamné si te poti folosi de instru-
mentul numit algebrd. Dar, drace, nimeni nu mi-a vorbit
despre asta...”.

Iatd aceastid problemd din Introducerea in algebrd a lui
Euler, care a exercitat un efect atit de puternic asupra
mintii tindrului Stendhal.
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Doui tdrinci au adus impreuns la tirg 100 de oui,
una avea mai multe decit cealaltd ; ambele au incasat sume
egale. Atunci prima i-a spus celeilalte : ,,Daci ag avea
ouile tale, ag fi incasat 15 creitari’’. Cea de-a doua i-a
rispuns : ,,Jar dacd eu ag fi avut ouile tale, a§ fi incasat

2 S . < .
pentru ele 6 3 creitari’”’. Cite oud avea fiecare ?

Rezolvare

Si presupunem ci prima tarancid avea z oud, atunci
cealaltd avea 100 — x. Daci prima ar fi avut 100 — x oui,
ea ar fi incasat 15 creitari. Inseamns c4 prima tdranci a
vindut ouile cu

15

100—2

creitari bucata.
In acelagi mod aflim ci a doua tdrancd le-a vindut cu

2 20
6 — 1= —
3 3z
creitari.
Acum se poate stabili ¢it a incasat fiecare :
. 15 15z
prima: «- = ,
100—x 100—zx

' 20 200100 — ¢
a doua : (100—x) - =— = 200 -9 |
3z Jx

o

Deoarece ambele au incasat aceeagi sumd, rezultd ci :

15z 20 (100 — x)
= ’

100—x 3x

gi dupd transformare :
x22 4 160 x—8 000 = 0,

de unde :
x; = 40, xg= — 200,
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Tn cazul de fat#, ridicina negativi n-are sens; pro-
blema este satisficutd de o singurid solutie : prima tdranci
a adus 40 de oud, a doua — 60.

Problema poate fi rezolvata si cu o altd metoda, care
este mult mai ingenioasi, dar §i mai greu de gisit.

Presupunem cé a doua tarancid a adus de % ori mai
multe oud decit prima. Amindoud au incasat sume egale;
aceasta inseamni ¢d prima tdranci gi-a vindut oudle de
k ori mai scump decit a doua. Dacd inainte de a incepe
vinzarea ele gi-ar fi schimbat ouile, atunci prima tarancéd
ar fi avut de k ori mai multe oud decit a doua si le-ar fi
vindut de % ori mai scump. Ca atare, ea ar fi incasat de

k2 ori mai mult decit a doua. Prin urmare, avem :
2 4 9
Ro15: 62 = 2 _ 2,
3 20 4

de unde :

)
li
W |

Acum ne rimine s impéartim 100 de ous in pérti pro-
portionale cu 2 gi 3. Aflim cd prima tdranci avea 40, iar
a doua 60 de oud.

Megafoanele

Problemni

In piatéd sint instalate 5 megafoane, impirtite in dous
grupuri : in primul — doui, iar in al doilea — trei aparate.
Distanta dintre grupuri este de 50 m. In ce loc trebuie s
stim pentru ca sunetele de la ambele grupuri si fie auzite
cu aceeagi intensitate ?

Rezolvare
Daca notim cu « distanta de la grupul mai mic pinid

la punctul ciutat, atunci distanta de la grupul mai mare
pind la acest punct va fi datd de expresia 50 — = (fig. 16).
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Cunoscind ci intensitatea sunetului scade proportional cu
patratul distantei, avem ecuatia :
2 x?

3 (50 — x)*

care dupd simplificare devine :

22— 2000 — 5000 = 0.

. Radéicina pozitiva raspunde direct la intrebarea pro-
blemei : punctul de egali intensitate a audibilitatii se afli
la 22,5 m de grupul format din doud megafoane gi, prin
urmare, la 27,5 m de grupul format din trei aparate.

Dar ce inseamnd ridédcina negativii a ecuatiei ? Oare
aceasta are sens?

Incontestabil, semnul minus inseamni ci al doilea
punct de egali intensitate a audibilitdtii este agezat in
directia opusd aceleia care a fost adoptatd ca pozitivi
la intocmirea ecuatiei.

Misurind de la amplasarea celor douid aparate in di-
rectia cerutd 222,5 m, aflim punctul unde sunetele ambelor
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grupurl de megafoane se aud cu aceeagi intensitate. De la
grupul de trei aparate acest punct se afld la 2225m +
+ 50 m = 272,5 m.

In felul acesta am aflat doud puncte de egald inten-
sitate a audibilititii, situate pe dreapta care uneste sursele
de sunete. Alte puncte pe aceastd dreaptd nu existd, dar
ele existd in afari de ea. Se poate demonstra cd locul
geometric al punctelor, care satisfac conditiile problemeci
noastre, este cercul care are ca diametru segmentul care
uneste cele doud puncte aflate. Acest cerc delimiteazd un
sector destul de vast (hagurat pe figuri), in interiorul céruia
audibilitatea grupului format din doud aparate intrece
audibilitatea grupului de trei aparate, iar dincolo de limi-
tele acestui cerc observim fenomenul invers.

Algebra zhorului spre Luni

Problema cu megafoane este foarte apropiatd de cea a
zborului spre Lund cu ajutorul unor rachete. Multi oameni
sint sceptici in ceea ce priveste atingerea acestui scop,
deoarece diametrul aparent al Lunii, pentru un observator
de pe Pamint, este aproximativ de 0,5°. Un studiu mai
amanuntit al problemei arati ci dacd racheta va putea
trece mai departe de punctul de egali atractie a Pimin-
tului §i a Lunii — ea se va deplasa spre Luni sub actiunea
numai a atractiei ei. Sa cdutdm acest punct de atractie
egali.

Potrivit legii lui Newton, forta cu care se atrag doui
mase este proportionald cu produsul maselor ce se atrag
si invers proportionald cu patratul distantei dintre ele.
Dacéd masa Pamintului este M, iar distanta rachetei de la
Pamint este x, atunci forta cu care Pimintul va atrage
un gram de masd a rachetei va fi datid de expresia :

Mk

a2

’

unde k este forta cu care se atrag doud mase de cite un
gram la distanta de 1 cm.
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Forta cu care Luna atrage un gram de masd a 1.
chetei in acelasi punct este egali cu :

mk
1 — )2

unde m este masa Lunii, iar I — distanta intre Luni si
Pimint (se presupune c# racheta se afld intre Luni si
Piamint, pe dreapta care unegte centrele lor). Se cere ca :

Mk mk

a? a—ap

sau :

M x?

m 12— 2lx + x? '
© S M .
Se stie din astronomie cd raportul — =~ 81,5; deci:
m

2
T 815
12— 2z 4 22

de unde :
80,522 —163,0lx + 81,512 = 0,

Rezolvind ecuatia in raport cu r, ob{inem :
=091 x,=1,12 L

Ca §i in problema cu megafoanele, ajungem la con-
cluzia ci, pe linia Pimint — Luni, existd doui puncte
unde racheta va fi atrasi la fel de cele doud planete ; unul
situat la distanta de 0,9 ! de centrul Pimintului, al doilea —
la distanta de 1,121 de acelasi centru. Deoarece distanta !
intre cele doud planete este ~ 384 000 km, unul din
punctele cautate va fi la distanta de 346 000 km de cen-
trul Pimintului, iar celilalt — la 430 000 km.

Dar noi gtim (vezi problema precedentid) cd aceeasi
proprietate o au toate punctele situate pe un cerc care
trece prin cele doui puncte avind ca diametru segmentul
care le unegte. Dacd rotim acest cerc in jurul liniei care
uneste centrele Pimintului §i al Lunii, el va descrie o
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Fig. 17

suprafatd sfericd, cu proprietatea ci toate punctele ei
satisfac cerintele problemei.
Diametrul acestei sfere este egal cu:

1,120—0,91 = 0,22/ 2= 84 000 km.

Cind racheta se va afla in interiorul acestei sfere
(avind o vitezd nu prea mare), ea va trebui neapirat si
cadi pe suprafata Lunii, deoarece forta de atractie a Lunii
in aceastd regiune intrece forta de atractie a Padmintului
(fig. 17).

Tinta in care trebuie si nimereascd racheta este mult
mai mare decit s-ar crede si ocupid pe cer nu 0,5° ci, asa
cum reiese dintr-un calcul geometric simplu, circa 12°.
Acest fapt usureazi considerabil sarcina navigatorilor in
spatiul interastral.

De data aceasta ecuatia s-a dovedit a fi mai prevazi-
toare decit cel care a intocmit-o.

Trecind la rezolvarea problemei, v-ati gindit oare ci
atractia Pdmintului este mai mare decit a Lunii, atit
inaintea Lunii cit i dupéd ea ? Analiza algebricd a ardtat
aceastd situatie si ne-a ajutat si delimitdm precis sferele
de influentd ale celor doud planete.

+»0 problemi grea”

Tabloul lui Bogdanov-Belski ,,0 problemi grea’’ este
cunoscut de multi, dar putini dintre acei care l-au vizut
au patruns sensul ,,problemei grele’’ redate. Ea constd in
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aceea cd pe cale mintali trebuie si se afle repede rezultatul
caleulului :

T2 112 20 g2 0 gy q g2

Intr-adevir, problema nu este prea usoarii, dar stian
s4 o rezolve si elevii invitdtorului al cdrui portret este
redat in tabloul din fig. 18, si anume §S. A. Racinski,
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profesor de gtiinte naturale care a parasit catedra univer-
sitard pentru a deveni un simplu invitdtor de tarid. Acest
pedagog talentat a cultivat in gcoala sa calculele mintale,
bazate pe folosirea cu virtuozitate a proprietitilor nume-
relor. Numerele 10, 11, 12, 13 si 14 posedd o proprietate
interesantj :

10% 4 112 + 122 = 132 & 142,
Deoarece 100 + 121 + 144 = 365, este ugor de aflat

cd expresia din tablou este egalid cu 2.
Cu ajutorul algebrei putem aborda mai general pro-
blema acestei interesante proprietiti a unui sir de numere :
oare sirul de mai sus, format din cinci numere consecutive,

este unicul in care suma pitratelor primelor trei numere
este egali cu suma péitratelor ultimelor doui ?

Rezolvare
Notind primul numér din cele ciutate cu z, avem
ecunatia :

2% (x4 124 (2 F D= (T B+ (x4

Este mai comod insi si notim cu x nu primul, ci al
doilea numir cdutat. Atunci ecuatia va avea forma urmi-
toare :

=1+ 2+ (@ + D= (2 + 2 + (z + I
Desficind parantezele §i ficind reducerile, obtinem :
a? — 10z — 11 = 0,
de unde :
To54 V25 + 11, &= 11, zp= —1.

Existd, deci, doud siruri de numere care posedi pro-
prietitile date : girul lui Racinski :
10, 11, 12, 13, 14,
$i girul :

-

-2 —-1,0,1,2.
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intr-adevir,
(=22 + (=1 0= 12 4 22

Ce fel de numere?

Problemii

S3 se afle trei numere consecutive care au proprietatea
cd pitratul numirului de mijloc este mai mare cu unu
decit produsul celorlalte doui.

Rezolvare

Dacd primul numér din cele ciutate este x, ecuatia
va fi de forma :

(x +1)2=z(x+2)+1.
Desficind parantezele, obtinem egalitatea :
22 4+ 2x + 1= 2%+ 22 +1,
din care nu se poate determina valoarea lui x. Accasta
inseamnd cd egalitatea noastri este o indentitate ; ea este
adeviratd pentru orice valoare a lui #, §i nu numai pentru
anumite valori, cum se intimpld in cazul unei ecuatii.

Deci, oricare trei numere consecutive posedd proprietetea
cerutd. Si ludm la intimplare numerele :

17, 18, 19.
Ne convingem cé:
182 — 1719 = 324 — 323 = 1.

Existenta acestei relatii apare mai clar daci vom nota
cu @ al doilea numér. Atunci vom avea egalitatea :

22 —1=(z+1)(x—1),

care exte o indentitate evidentd,
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CAPITOLUL VII

CELE MAI MARI $I CELE MAI MICI VALORI

Problemele cuprinse in acest capitol fac parte dintr-o
categorie interesanti de probleme necesare pentru aflarea
celei mai mari sau a celei mai mici valori a unei mirimi.
Ele pot fi rezolvate prin diferite metode, dintre care una
0 vom prezenta mai jos.

Doua trenuri

Problema

Doui linii ferate se incrucigeazd sub un unghi drept.
Spre locul de incrucisare se indreaptd in acelagi timp doud
trenuri : unul care a plecat de la o gard situatd la 40 km
de incrucigare si altul — de la o altd gard aflatd la 50 km.
Primul tren parcurge intr-un minut 800 m, iar al doilea,
600 m.

Pentru cite minute (din momentul pornirii lor) cele
doud trenuri se vor afla la distanta minimd unul de celi-
lalt 2 Si cit este de mare aceastd distantd ?

Rezolvare

S4 desendm o schemi care si reprezinte migcarea celor
(loud trenuri din problema noastra (fig. 19). Liniile care se
incrucigeazd le figurdim prin dreptele AB si CD. Gara B
este situatd la 40 km de punctul de incrucisare O, gara
) —1la 50 km. Presupunem ci peste # minute cele doud
{renuri se vor afla la distanta miniméd unul de celilalt,
MN = m. Trenul care a plecat din B a parcurs pini la
acest moment un drum BM = 0,8z, deoarece in timp
de un minut el parcurge 800 m = 0,8 km. Prin urmare,
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OM = 40 — 0,82. In acelasi fel vom afla c¢i ON = 50 —
— 0,6x. Conform teoremei lui Pitagora :

MN=m= |03 ON*= | (40 — 0.82) = (50 — 0.62)2.

A A
M
g —20 0N, p
” —Q—
c it 0 ¢ 128
Sl
401
fB

fﬂ

Fig. 19 Fig. 20

Ridicind la pitrat ambii membri ai ecuatiei :

m= ) (10 = 0,8 1) + (50 — 0.60)2

§i ficind reducerile, obtinem :

2% — 1212 1 4100 — m2 = 0.

Rezolvind aceastd ecuatie in raport cu 2, avem :
=62 + ['m* = 256.

Deoarece z reprezinti un numéir de minute, deci nu
poate fi imaginar, rezultd cd m? — 256 trebuie si fie o
mirime pozitivd sau, in cazul extrem, si fie egal cu zero.
Cind m? — 256 = 0, se obtine valoarea minimi a lui m,
si atunci :

m2? = 256, de unde m= 16.

Este evident c¢i m nu poate fi mai mic decit 16,
deoarece xr ar deveni imaginar. Atunci cind m? — 256 =
=0, r = 62.

Asadar, trenurile noastre se vor afla la cea mai micd
distantd unul de celilalt dupa 62 minute, iar distanta lor

va fi de 16 km.
Si4 stabilim cum sint situate trenurile in acest mo-
ment. Si calculam distanta O ; ea este egald cu:

40 — 62 - 0,8 = — 9,6.
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Semnul minus inseamnid c¢i primul tren va depisi
punctul de inerucisare cu o distantd de 9,6 km. Distanta
(N este egald cu:

50 — 62 - 0,6 = 12.8,

adicd al doilea tren mai are de parcurs pind.la punctul de
incrucigsare 12,8 km.

Pozitia trenurilor este ardtatd in fig. 20. Dupd cum
vedem nu este aceea pe care ne-am inchipuit-o inainte de
rezolvarea problemei. Ecuatia s-a dovedit a fi tolerantd
si, cu toate ci schema a fost datd gresit, a dat o rezolvare
corectd. Nu este greu de dedus de unde decurge acest
lucru : el este determinat de regulile algebrice ale semnelor.

Unde este mai hine si fie construitd halta ?
Problemi

La o distantd de 20 km de calea ferati se afli satul B
(tig. 21). Unde trebuie s fie construitd halta C astfel ca
drumul de la A4 la B (portiunea AC — pe calea feratd si
CB — pe sosea) sd poatd fi parcurs in cel mai scurt timp ?
Viteza de deplasare pe calea ferati este de 0,8 km pe
minut, iar pe sosea — de 0,2 km pe minut. '

Rezolvare

Vom nota distanta AD (de la 4 pind la perpendiculara
IiDla AD) cu a, iar distanta CD, cu . Atunci AC = AD—
—CD = a — »,iarCB = | (D®* + BD? = | &% + 202.
Timpul in care trenul parcurge distanta AC este :

AC a—=x

0,8 0,8

Timpul necesar pentru a parcurge distanta CB (pe
sosea) este :
cB V2t 2c®
0,2 0,2
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Timpul in care este parcursi distanta de la 4 la B
este de :

a—z V2 + 202
0,8 0,2

Aceastd sumd, pe care o vom nota cu m, trebuie sd aibj
o valoare minima.

20
C z D

Ecuatia :

— 2 02
a—zx Va: + 20 = m
0,8 0,2

o scriem sub forma :

T Va:"‘ + 202
-
0,8 0,2

8

a

5

Tnmultind-o cu 0,8, ea devine :
—x+4vm = 0,8m — a.

Notind membrul drept cu % §i eliminind radicalul, obtinem
o ecuatie de gradul al doilea :

1522 — 2kz + 6 400 — k2 = 0,
de unde :

_ kY16 =96 000
15




Deoarece k = 0,8 m — a, rezulti ci pentru valoarea mi-
nimi a lui m se obtine §i valoarea minimi a lui % i invers *.
Dar pentru ca « si fie real, 16%2 nu poate fi mai mic de
96 000. Deci, cea mai mici valoare pentru 16%2 este 96 000.
De aceea m devine minim atunci ¢ind :

1642 = 96 000, .
de unde :
k =16000
si deci,

k+0 V6000

15 15

=X 5,16.

Halta trebuie si fie construité la aproximativ 5 km de
punctul D, oricare ar fi distanta a = AD.

Dar, se intelege ed solutia noastrid are sens numai
pentru cazurile cind #< a, deoarece formind ecuatia, am
considerat expresia @ — z ca fiind pozitivi.

Dacid ¢ = a =~ 5,16, nu este nevoie de halti i yoseaua
poate fi dusi direct la gari. La fel se va proceda i in cazul
cind distanta a este mai mici de 5,16 km.

De data aceasta ne-am dovedit mai previzitori decit
ecuatia. Dacéd ne-am fi luat dupi ea, ar fi trebuit ca luind
x > a, si construim halta dincolo de gari, ceea ce ar fi o
adevirati absurditate, deoarece pentru z > a, timpul in
decursul cdruia ar fi trebuit si mergem pe calea feraté

a—zx
0,8

ar fi avut o valoare negativi. Problema de fati ne aratd
cdi, folosind calculele matematice, trebuie si fim totdeauna
atenti la rezultatele obtinute, deoarece ele igi pot pierde
sensul real, daci premisele pe care se bazeazd calculul
nostru matematic nu sint realizate.

* Trebuie tinut secami cit avem k > 0, dcoarece
0,8 m=a—z+4 V224202 > a—z + z= a
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Cum trebuie si fie construiti soseaua?

Problemi

Din orasul A, situat pe malul unui riu, trebuie s
transportdm mérfuri in punctul B, asezat la a km pe
cursul inferior al riului §i la d km de mal (fig. 22). Cuin

trebuie construiti soseaua B spre riu, astfel ca transportul-
mirfurilor din 4 in B si fie cel mai ieftin posibil §i avind
in vedere ci pe riu costul unei tone-kilometru este de doud
ori mai ieftin decit pe gosea ?

Rezolvare

Sé notdm distanta AD cu x §i lungimea goselei DB
cu y. Se di distanta AC = a §i BC = d.

Avind in vedere ci transportul méirfurilor pe §osea
costd de doud ori mai scump decit transportul pe riu, suma

T+ 2y

trebuie si fie minimd. Vom nota aceastd valoare minimé
cu m. Avem ecuatia :

T+ 2y = m,
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3, I 3 Y TS .
Deoarece # =a — DC, iar DC =Jy* — @2, ecuatia

noastra capitd forma :

a—Vy'l—d‘-‘—}~2y= m,
sau :

3y —4H(m —a)y + (m — «)? 4 d* = 0.

Rezolvind aceastd ccuatie, obtinem :

2 m — )2 — 3d®

Y= — (m—a) =+ 1{(—)/— .
3 3

Pentru ca y si fie real, (m — a)? nu poate fi mai mic
decit 3d2. Valoarea cea mai mics se obtine atunci cind
(m — a)? este egal cu 3d?, adici :

oy —ay+0_ 243
m—a=dV3, de unde y=2""_")j_=_v;

3 3
sin BDC = d: y, adicd
- 1y
« « ._‘
sin BDC = i: d:zd Vd_—J——-
y 3 2

. U V3
Dar unghiul al cdrui sinus este egal cn =~ este egal

cu 60°. Deci soseaua trebuie s# fie construitd sub un unghi
de 60° fatd de riu, oricare ar fi distanta AC.

Aici ne izbim din nou de aceeasi particularitate pe
care am intilnit-o in problema anterioard. Solutia poate
avea sens numai in anumite conditii. Daci punctul B este
situat astfel, incit soseaua construits sub un unghi de 60°
fatd de riu si treacd de cealaltdi parte a oragului 4, atunci
solutia este inaplicabild ; punctul B ar putea fi legat de
oragul 4 prin gosea, nemaifiind nevoie de riu.

Cind cste produsul maxim?
Pentru rezolvarea multor probleme ,,de maxim si

minim’’, adic# pentru aflarea celor mai mari si celor _mai
mici valori ale unei mirimi variabile, putem folosi cu
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succes o teoremé de algebri, pe care o vom enunta indati.
S4 considerim urmitoarea problemi :

Cum trebuie si descompunem un numir in doué,
pérti, astfel ca produsul lor si fie maxim ¢

Rezolvare

Fie a numérul dat. Atunci vom nota pértile in care
am descompus numirul a cu:

a . a
— + T 5l— — 2
2

numirul x aratd mirimea prin care diferd aceste pérti de
jumitatea numirului a. Produsul lor este egal cu :

o) (5=

2 2 4

Devine clar ci produsul celor doi factori creste atunci
cind z scade, adicd atunci cind scade diferenta dintre ei.

Produsul maxim se va obtine atunci cind # = 0, deci cind
ambele pirti vor fi egale cu —

Prin urmare numsirul nostru trebuie si fie impairtit
in parti egale ; cind suma a dous numere rimine constanta,
produsul lor est;e maxim atunci cind numerele date sint
egale intre ele.

S& examinim aceeasi problemd pentru cazul a 3
numere.

Cum trebuie si descompunem un numir in 3 parfi,
astfel ca produsul acestor parti si fie maxim?

Rezolvare

La rezolvarea acestei probleme vom tine seama de
exemplul precedent.

Numirul a trebuie descompus in 3 pirti. Si presu-
o . . - . - a .
punem ci nici una din pirti nu este egald cu 3 Atunci
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printre ele se va gisi o parte mai mare decit = ( toate trei
3

. . o . AL @ .
nu pot fi mai mici decit ?) ; 0 vom nota cu :

a
Z oz
3

De asemenea, una dintre ele trebuie si fie neapidrat mai
s v ap a
micd demt—é-; 0 vom nota cu:

a
— —y.
3

Numerele z si y sint pozitive. Partea a treia va fi egald cu :

a
—4+y—=z
3

a . a " .
Suma numerelor Fe ey + x© — y este egald cu suma pri-

melor douéd pirti ale numérului a, iar diferenta lor, adici
x — y, este mai micd decit diferenta primelor doud péirti,
care este egali cu x + y. Din rezolvarea problemei prece-
dente rezulti cid produsul

afa
FlEAa)
313

este mai mare decit produsul primelor douid péirti ale
numirului a.

Ca atare, daci vom finlocui primele doud parti ale
numirului a cu numerele :

a . a
—si—+2z—y,
33

iar pe a treia o vom lidsa neschimbati, produsul va cregte.
~ . v : v . v a .
S4 admitem cd una din parti este egald cu 3" Atunci

celeldlte doud parti vor fi de forma :

a . a
— 4 z5i— —z
3 3
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Daci vom face aceste dou# pirti din urms egale cu —
3

(in care caz suma lor va rdmine neschimbati), produsul
lor va creste din nou si va fi egal cu:

_,_
|
o

27

Deci, dacd vom descompune numérul a in trei parti,
care nu sint egale intre ele, produsul lor va fi mai mic decit

3
57—, adicd el va fi mai mic decit produsul a trei factori

egali intre ei a ciror suma este egali cu a.

Teorema poate fi demonstrati in mod aseminitor
pentru patru, cinci ete., factori. .

S3 analizim acum un caz mai general.

S4 se afle pentru ce valori atribuite lui  §i y expresia
a? y?ia valoarea maximi cind « + y = a.

Rezolvare

Trebuie s aflim pentru ce valoare a lui x expresia

2P (a — z)7

ia valoarea maxima.

1

S4 inmultim aceastd expresie cu numérul . Ob-

pv qq
tinem o altd expresie :
¥ (a— 2)

o q°

’

care, evident, va lua valoarea maximi o datd cu ecuatia
initiala.

Sd punem expresia obtinutd sub forma :

X T X oz La—-x «—x a—x
P p p p q q q
de p ori de g ori
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Suma tuturor factorilor acestei expresii este egali cu :

A bl S el A
4 P P q q

de p ori de q ori

pr . qla — )
= — - — =2 ta—-x=q,

adici cu o mirime constanti.
Pe baza celor demonstrate anterior deducem ci pro-

dusul
X X X a — X a — X a —

p P P q q q
ia valoarea maximi atunci cind toti factorii sint egali
intre ei, adicd atunci cind :

xT _ a —
o
Stiind cd @ — x = ¥y, obtinem proportia :
t_r,
y g

Deci, dacd suma x -+ y este constantd, produsul a” yo
ia valoarea maximi atunci cind :

rT:y=p:q.

La fel se poate demonstra cd atunci cind sumele
r+vy+2 v+y+ 2+t ete. ramin neschimbate, pro-
dusele

2 y? L, P gt T Y ete.
iau valoarea maximi cind :
rTiy:z=p:q:r; x:y:z:t=p:q:r:u cte.

Cind are o sumi valoarea minima ?

Cititorul care doreste si-gi incerce fortele in demon-
strarea unor teoreme de algebri utili si rezolve urmi-

toarele probleme :
1. Suma a doud numere, al ciror produs rimine con-

stant, este minimé atunci cind cele doud numere sint egale
intre ele.

-
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De exemplu, pentru produsul 36 avem : 4 4+ 9 =13,
3+12 =15, 2 +18 =20, 1 4+ 36 =37 i, in sfirgit,
6 4+ 6 =12.

2. Suma mai multor numere, al cdror produs este
constant, este minim4 atunci cind aceste numere sint egale
intre ele.

De exemplu, pentru produsul 216 avem :

3+12+6=21,24+18+6=26, 9+6+4=19,

in timp ce 6 + 6 + 6 = 18.
Vom arita prin citeva exemple cum se aplicd aceste
teoreme in practici.

Grinda de volum maxim

Problemit

Se cere ca dintr-un bugtean de formi cilindrici si fie
tdiatd o grindd dreptunghiulari de volum maxim. Ce formé
trebuie si aibad sectiunea grinzii (fig. 23)?

Fig. 23

Rezolvare

Dacid laturile sectiunii dreptunghiulare sint 2 si ¥,
atunci, conform teoremei lui Pitagora,

z? 4 yt= d?,

unde d este diametrul bugteanului. Volumul grinzii va fi

maxim, atunci cind 2y va avea valoarea maximéi. Dar

atunci cind zy este maxim, produsul 2%y? va fi, de ase-

menea, maxim. Deoarece suma 22 + %2 ramine constanti,

produsul z2y? devine maxim cind 22 = y2 sau = = y.
Deci, sectiunea grinzii trebuie si fie patrata.
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Doui loturi de pamint
Probleme

1. Ce formai trebuie si aibid un lot dreptunghiular de
arie datd, pentru ca lungimea gardului care il mirginegte
s4 fie minim4 %

2. Ce formid trebuie si aibd un lot dreptunghiular
pentru ca, pentru o lungime dati a gardului, aria lui si
fie maxima ?

Rezolvare

1. Forma lotului dreptunghiular este determinati de
raportul dintre laturile sale x §i y. Aria lotului cu laturile x
si o este egald cu xy, iar lungimea gardului — cu 2z -+ 2y.
Lungimea gardului va fi minimé atunci e¢ind 4 y va avea
valoarea minima.

La un produs constant axy, suma = + ¥ va fi minimé
in cazul egalititii * = y. Prin urmare, dreptunghiul ciutat
este un patrat.

2. Dacd « si y sint laturile unui dreptunghi, atunci
lungimea gardului va fi 22 4 2y, iar aria lotului, xy.
Acest produs va avea valoarea maximi atunci cind pro-
dusul 4zy, adicd 2« - 2y, va fi maxim; produsul 2z -2y
devine maxim eind 22 = 2y, adied atunci cind lotul este
un péatrat.

Deci, la proprietitile unui pitrat, cunoscute din geo-
metrie, putem si mai adiugdm una noud : dintre toate
dreptunghiurile, pitratul are cel mai mic perimetru la o
arie datd gi cea mai mare arie la un perimetru dat.

Zmeul de hirtie

Problema

Un zmeu avind aspectul unui sector circular trebuie
83 aibd o astfel de form4 incit, la un perimetru dat, supra-
fata lui s3 fie maximi. Care trebuie si fie forma acestui
sector ¢
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Rezolvare

Si precizim conditiile problemei : trebuie si aflim
pentru ce raport dintre lungimea arcului sectorului i raza
lui, aria acestuia devine
maximi la un perimetru
dat.

Dacd raza sectorului
este z, iar arcul y, atunci
perimetrul siu ! i aria 8
vor fi exprimate astfel (fi-
gura 24):

=2z 1y, ¢ :.l"".: M

2 2
Mirimea S ia valoarea
maximai pentru aceeasi va-
loare a lui z, ca §i produsul
22 (I—2x). Deoarece suma
factorilor 22 + (1— 22) =1
este o mérime constanti,
produsul lor va fi maxim
c¢ind 2x=1l—2xz, de unde :

Fig. 21 l [
'8 I=—5y=1-2-———=——.
4 4 2
Astfel, la un perimetru dat, sectorul va cuprinde su-
o s . . . o 1 ..
prafata maximi atunci cind raza lui va fi egald cu oY din

arc (adicd lungimea arcului va fi egald cu suma razelor sau
lungimea partii curbe a perimetrului va fi egali cu lun-
gimea liniei frinte). Unghiul sectorului este ~ 115°,
adicd doi radiani. Care sint proprietétile de zbor al unui
zmeu cu o deschidere atit de mare este o problem# care
nu intrd in preocupirile noastre.

Constructia unei case
Problemii

In locul unei case ruinate, de la care a rimas doar un
singur zid, se proiecteazi sd se construiascd o casi noud.
Lungimea zidului existent este de 12 m. Suprafata noii
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case trebuie si fie egald cu 112 m2. Conditiile lucririlor sint
urmaitoarele :

1. Reparatia unui metru liniar de zid costd 259%, din
costul unui zid nou construit.

Fig. 25

2. Diarimarea peretelui vechi §i construirea unui zid
nou din materialul obtinut costi 509, din costul unui
metru liniar construit din material nou.

In asemenea conditii, cum se poate folosi in modul cel
mai avantajos zidul rimas ?

Rezolvare

S§ presupunem c§ din zidul vechi se pistreazi x metri,
iar restul de 12 — x se demoleazd pentru ca materialul
obtinut si fie folosit la un zid nou (fig. 25). Dacd costul
executdrii unui metru liniar de zid din material nou este
egal cu a, atunci reparatia a » metri din zidul vechi va

ax . .e . . .
costa 3 executarea portiunii din zid cu o lungime de

a(12 —« . e s
12 — x va costa ——(—) ; executarea celeilalte portiuni

va costa a [y — (12 — )], adicd a(y +a —12); al

11 - c. 1934
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treilea zid va costa ax, iar al patrulea, ay. Intreaga
lucrare va costa deci:

E+M+a(y+x_12)+a;¢+ay=w_

4 2 4

6a.

Aceastd din urmi expresie este minimi atunci cind
§i suma
Tx 4 8y
este minima.

Stim insi cd suprafata casei zy este egali cu 112;
prin urmare :

7z -8y = 56 - 112.

Produsul rdminind constant, suma 7z 4 8y ia va-
loarea minimd atunci eind :

7 = 8y,
de unde :

7
y= — .
8

fnlocuindu-1 pe y din aceastd expresie in ecuatia :
xy = 112,

obtinem :

T o112, z=V128211,3.
8

Deoarece lungimea zidului vechi este de 12 m, urmeazi
ci trebuie demolati doar 0,7 m din acest perete.

Un lot de vila
Problemii
Inainte de a se incepe constructia unei vile, trebuia

ingridit lotul de pimint pe care urma si fie construita.
Materialul existent ajungea pentru ! metri liniari de gard.

162



Afari de aceasta, mai putea fi folosit §i un gard mai vechi
(care mirginea o parte a lotului). Cum trebuie procedat
ca suprafata ingriditd si fie maximé?

Rezolvare

Si admitem c# lungimea lotului (in directia gardului
vechi) este egali cu =z, iar litimea (adici dimensiunea

Fig. 26

lotului in directia perpendiculari pe acest gard) este
egald cu y (fig. 26). Atunci, pentru ingridirea acestui lot
sint necesari x | 2y metri de gard, deoarece :

r+2y=1
Aria lotului este egali cu:
S= xy=y(-2y).
Ea este maximi o dati cu méirimea :
2y (I-2y),

(dublul ariei), care reprezintd produsul a doi factori cu
suma constantd I. De aceea, pentru a obtine aria maximé#
trebuie ca :

2y = 1-2y,
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de unde:
y:i, r=1[1-2y= L,

Cu alte cuvinte, z = 2y (lungimea lotului) trebuie sj
fie de dou# ori mai mare decit litimea sa.

Jgheabul eu cea mai mieci sectiune

Problema

O tabld metalicd dreptunghiulari (fig. 27) trebuie
s fie indoitd sub form& de jgheab, avind sectiunea de
forma unui trapez isoscel. Acest lucru poate fi realizat
in diverse moduri, aga cum se vede in fig. 28. Ce litime
trebuie sd aibd peretii laterali ai jgheabului si sub ce
unghi trebuie si fie indoiti, pentru ca sectiunea jgheabului
sd aibd aria maxima (fig. 29)%

Rezolvare

Fie 1 liatimea tablei. Latimea peretilor laterali ai
jgheabului o vom nota cu z, iar litimea fundului jgheabu-
lui — cu y. S4 introducem incd o necunoscutd z, a carei
semnificatie reiese din fig. 30.

Aria trapezului, care reprezintd sectiunea jgheabului,
este :

(z+y+2+y

S = —2‘—V 222 = | (y + 2)* (2 — 23).

Problema a fost redusi la determinarea acelor valori
ale lui «, y, 2 pentru care S ia valoarea maxima4, in ipoteza
cd suma 24 + y (adicd liatimea tablei) pistreazi o valoare
constantd [. Facem urmitoarea transformare :

S2= (y - ) (x 4+ ) (x—2).

Mirimea 8?2 ia valoarea maximi pentru aceleasi
valori ale lui «, ¥ si 2z ca §i 38%; aceastd din urmé expresie
poate fi pusi sub formi de produs :

() (y + 2 (x = 9)@Bx - 39).

164



Suma acestor patru factori:

Yy 14y 44 xdz o 3-3z=2y - =2l

rimine constanti. De aceea, produsul lor va fi maxim,
atunci c¢ind factorii vor fi egali intre ei, adica atunci cind :

y+zr=2x+zsiar+zc=3x-3z

[\

Fig. 27 Fig. 29

Deci, obtinem prima ecuatie :

Y= -

{
3

i, deoarece y 4+ 2x =1, rezulti cd v =y =— -
Din ecuatia a doua obtinem :

)
Il

l
6

N | =

Mai departe, deoarece cateta : este egald cu jumitatea
ipotenuzei x (fig. 30), reiese ¢i unghiul opus acestei catete
este egal cu 30° iar unghiul de inclinare a peretilor laterali
ai jgheabului fatd de fund este egal cu 90° + 30° = 120°.

Deci, jgheabul va avea sectiunea maximéi atunci cind
fetele sale vor fi indoite dupi trei laturi aliturate ale unui
hexagon regulat.
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Pilnia de ecapacitate maximi
Problemi

Dintr-o tabla circulard trebuie si confectionim partea
conicd a unei pilnii. In acest scop, vom tiia din tabli un
sector, iar partea rimasi o vom indoi sub form# de con

Fig. 31

(fig. 31). Cite grade trebuie si aibd sectorul astfel tiiat,
pentru ca acest con si aibd capacitatea maxim ?

Rezolvare

Vom nota cu z lungimea arcului corespunzitor partii
de cerc care urmeazi si fie indoiti pentru pilnie. Prin
urmare, generatoarea conului va fi raza R a tablei circu-
lare, iar lungimea circumferintei bazei va fi z. Raza r
a bazei conului se determini din egalitatea :

2nr = x, de unde r = 2.
2n

Indltimea conului (conform teoremei lui Pitagora)
va fi:

H=VR—f=][r- 2
v ’ V 4r?
(fig. 31). Volumul acestui con va fi :

V=£,~2H=_n_(_z_2 Rz—ﬁ
3 3 |2n 42
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Aceastd expresie ia valoarea maximi o dati cu
expresia :

si cu patratul ei:

Deoarece

(Ai ) + R® — (_L).‘:IP
27 21

este o mirime constants (din cele demonstrate anterior),
rezultd cd ultimul produs ia valoarea maximi pentru o
valoare a lui « care verificd relatia :

(1)2 . [,\'2_{1)2

27 27
(‘_t '=21\*‘~'—2('—” o,
2r 27

X

2 ) —
3 (~ SR i v= = RVE 5,15 R
27 3

=2:1,

de unde :

In grade, arcul =~ 295°, ceea ce inseamni ci arcul
sectorului tdiat trebuie si fie de =~ 65°.

Iluminarea maxima

Problema

La ce indltime deasupra mesei trebuie si fie agezatéd
flacdra unei luminiri astfel ca ea si lumineze cel mai bine
o monedd aflatd pe masi ?

Rezolvare
S-ar pdrea cd pentru atingerea scopului propus ar

trebui ca flacira si fie cit mai aproape de masi. Dar
aceastd presupunere nu este adeviratd : atunci cind fla-
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cidra este agezatd prea jos, razele cad oblic. Trebuie deeci
s ridicim luminarea astfel ca razele si cadi cit mai
aproape -de verticali, ceea ce inseamni s# indepirtim
sursa de lumind. In acest caz, iniltimea optimi (din

Fig. 32

punctul de vedere al iluminérii) va fi o indltime oarecare
medie la care trebuie sd sc¢ giseascd flacdra deasupra
mesei. O vom nota cu « (fig. 32). Distanta BC, la care se
afld moneda B de piciorul C al perpendicularei care trece
prin flacdra A, o vom nota cu a. Daci strilucirea flicarii
este ¢, atunci (potrivit legilor opticii) iluminarea monedei
va fi:
icoso icoso

oS O = - =
A2 (e a2y «® -2

unde «este unghiul de incidentd al fasciculului de raze 4 B.
Deoarece

X x

COSA=C0S A= — = ——,
AB  Veé+2®

iluminarea monedei va fi:
i x ix

@@+ at Vet
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Aceastd expresie ia vxaloarem maximi pentru acceasi
valoare a lui x, ca si pitratul ei, adics :
* i2x2
(02 + 1-2)3
Omitem factorul 2 care este o mirime constanti, iar
expresia ramasi o tran.sformam in felul urmaitor :

12 _ 1 (1 _ a? _ ( 1 2 (1 _ a?
(a% + x2)3 (2 + a?)? X2 o a") x4 az) \ x4+ 02)

Expresia transformatéd ia valoarea maximé o datd cu

expresia :
( «? 2 a2
1— ,
X2 4 az) 2?2 4 a?

deoarece factorul constant introdus a* nu influenteazi
valoarea lui x pentru care produsul ia valoarea maximi.
Observind cd suma factorilor la puterea intiia

2 2
—= 4 (1 L ) =1
2 a? a? - ®

este constantd, deducem ci produsul considerat ia va-
loarea maximi atunci cind :

Avem ecuatia :
W= 2% 4 20 — 23,
Rezolvind aceastd ecuatie, aflam :

r= = 0,71 a

V2
Moneda va fi iluminatd cel mai hine atunei eind sursa
de luming se va afla la o indltime de 0,71 din distanta
intre proiectia sursei §i monedd. Cunoagterea acestei
relatii ajutd la stabilirea celei mai bune iluminari a locu-
rilor de munci.



CAPITOLUL VIII

PROGRESII

Cea mai veche progresie

Problema

Cea mai veche problemi cu progresii nu este cea a
jocului de sah, cunoscuti de doud mii de ani, c¢i una mult
mai veche relativi la impirtirea cerealelor, inserisi in
vestitul papirus egiptean Rhind. Acest papirus, desco-
perit de Rhind la sfirgitul secolului trecut, a fost intocmit
cu circa 2 000 de ani inaintea erei noastre, si este copia
unei alte lucriari matematice cu o vechime de aproape
3 000 de ani i.e.n. Printre problemele aritmetice, algebrice
§i geometrice cuprinse in acest document, existd si cea de
mai jos (o dim in traducere liberd) :

Se cere ca 100 méisuri de cereale si fie impértite intre
5 oameni, astfel, incit cel de-al doilea si primeascd mai
mult decit primul cu atit cu cit cel de-al treilea a primit
mai mult decit cel de-al doilea, cel de-al patrulea mai mult
decit cel de-al treilea, iar cel de-al cincilea mai mult decit
cel de-al patrulea. Afard de aceasta, primii doi trebuie s&
primeascd de 7 ori mai putin decit urméitorii trei. Cit
trebuie s primeascs fiecare dintre ei?

Rezolvare

Cantitatea de cereale primitd de cei interesati for-
meazi o progresie aritmeticd cresciatoare. Notind primul
siu termen cu &, iar ratia cu y, rezulti ca :

partea primuluiom . . . . . . . . ... .. ..
partea celui de-al doilea . . . . . . . . . . .. .x+y
partea celui de-al treilea . . . . . . . . . . . .x+2y
partea celui de-al patrulea . . . . . . . . . . . .x+3y
partea celui de-al cincilea ., . . ., . . . . . ., .z + 4y
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In virtutea enuntului problemei, formam urméitoarele
doud ecuatii :

f x4+ (@+y) + (229 + (2 3y 1 (2= 4y)= 100,
70z + (x4 9] = (x + 29) + (x + 3y) = (x + 4y).

Dupéd simplificdri, prima ecuatie ia forma :

x + 2y = 20,
iar ecuatia a doua:
1z = 2y.

Rezolvind sistemul, obtinem :

Algebra pe hirtia el pitratele

Cu toate ci aceastd problemi cu progresii dateazi de
50 de secole, in practica scolari progresiile au inceput si
fie folosite de relativ putin timp. In manualul lui Magnitki,
publicat acum 200 de ani gi care timp de 50 de ani a fost
principalul manual folosit in gcolile ruse, desi existd pro-
gresii, nu sint insd date formule generale care s& exprime
legitura dintre termenii lor. De aceea, insugi autorul
manualului intimpind greutdti la rezolvarea problemelor
cu progresii. Cu toate acestea, formula sumei termenilor
unei progresii aritmetice poate fi dedusd foarte ugor
printr-o metodd simpld, cu ajutorul hirtiei cu pitritele.
Pe aceastd hirtie, orice progresie aritmetici este reprezen-
tatd printr-o figurid in scard. De exemplu, figura A BCD
(fig. 33) reprezintd progresia :

2;5;8;11;14.

Pentru aflarea sumei termenilor ei, vom completa
figura pind la dreptunghiul 4 BGE. Obtinem dous figuri
egale ABDC si DGEC. Aria fiecireia din ele reprezinta
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Fig. 33

suma termenilor progresiei noastre. Deci, dublul sumei
progresiei este egal cu aria dreptunghiului A BGE, adici :
(AC - CE) - AB.

Dar AC + CE repgezintfi suma dintre primul si cel
de al cincilea termen 'al progresiei; AB este numérul
termenilor progresiei. De aceca, avem:

28 = (suma Llermenilor extremi) - (numirul termenilor)
sau :

S (primul termen - ultimul termen) - (numérul termenilor)

)

Udarea unei gridini de zarzavat
Problemi

Intr-o griding de zarzavat sint 30 de straturi, de 16 m
lungime i 2,5 m litime fiecare. Pentru a le uda, gridinarul
aduce apa cu giletile de la o fintind situatd la o distantd
de 14 m de marginea gridinii (fig. 34) si ocolegte straturile
de rizoare. Stiind ci apa adusi, de fiecare datd, ajunge
pentru udarea unui singuv strat, si calculdm cit de lung
este drumul pe care trebuie si-1 parcurgd gradinarul
pentru a uda intreaga gridinid. Drumul incepe si se incheie
la fintina. ’



Rezolvare

Pentru udarea primului strat, gridinarul trebuie sd
parcurgid un drum de:

11416 42,5 - 16 =25 11 =65 m.

Pentru udarea celui de-al doilea strat, el parcurge :
14425 4+16 +2,5 416 + 2,5 + 2,5+ 14= 65+ 5= 70 m.
Fiecare din straturile urméitoare necesitd un drum cu 5 m

mai lung decit cel precedent. Obtinem progresia :
655 705 Th5...5 635 20,
Suma termenilor ¢i este egald cu:
(65 - 65 - 29 - 3) - 30

2

Pentru udarea intregii gridini griadinarul parcurge
un drum de 1125 km.

= 1125 m.

Hranirea gainilor
Problemi

Pentru 31 de géini a fost pregétitd o anumita cantitate
de hrani, §i anume cite un decalitru pentru o giinid pe
siptdmind. S& presupunem cd numérul giinilor rdmine
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constant. Deoarece in fiecare siptdmind numirul giinilor
scddea cu 1, hrana pregititi a ajuns pentru un interval
de timp de doud ori mai lung decit cel previzut. Care a
fost rezerva de hrani gi pentru cit timp a fost ea calculata
initial ¢

Rezolvare

Si considerim cé s-au pregitit z dal de hrani pentru y
siptdmini. Deoarece hrana a fost calculatdi pentru 31 de
giini a cite 1 dal pe siptimind pentru fiecare giini,
rezultd cd :

=31 y.

In prima siptimini au fost consumati 31 dal, in
siptdmina a doua, 30 dal, in a treia, 29 dal etc., pini la
ultima sdptidmini a termenului dublu, cind au fost consu-
mati :

(31—2y + 1) dal. *

Deci intreaga rezervi a fost de :
x=31y=31+30+29+ ... + (31—2y + 1) dal.

Suma a 2y termeni ai unei progresii, in care primul
termen este 31, iar ultimul, 31 —2y 4 1, este egald cu:

s GLEB=2 D2 _ 0 o0
2

Deoarece y nu poate fi egal cu zero, putem simplifica
ambii membri ai egalititii cu acest factor. Obtinem :

31 =63 — 2y si y= 16,

de unde :
T = 31 y= 496.

Au fost rezervati deci 496 dal de hrani pentru 16
saptamini.

* Explicatie : consumul hranei in cursul :

primei saptdmini . . . . . . . . . .. 31 dal

celei de-a doua sidptimini . . . . . . . 31—1 dal

celei de-a treia siaptimini. . . . . . . . 31—2 dal

celei de-a 2y siptamini . . . . . . 31 — (2y — 1) = 31 — 2y + 1 dal
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Echipa de sapitori

Problema

O echipd de sdpatori s-a angajat si sape un sant.
Daci ea ar fi lucrat cu intregul ei efectiv, santul ar fi fost
sipat in 24 de ore. In realitate insi lucrareaja inceput-o
un singur muncitor, ciruia dupd un timp oarecare i s-a
asociat un al doilea, dupé’ tot atita timp — al treilea,
apoi dupid acelagi interval de timp — al patrulea §i asa
mai departe pind la ultimul lucritor. La terminarea lucririi
s-a constatat c¢i primula lucrat de 11 ori mai mult decit
ultimul.

Cit timp a lucrat ultimul lueritor ?

Rezolvare

Sd presupunem cid ultimul sapdtor a lucrat z ore;
atunci primul a luerat 112 ore. Dacd numirul lucrdtorilor
din echipi este y, atunci numérul total de ore va reprezenta
suma a y termeni ai unei progresii descrescitoare al cirei
prim termen va fi 11a, iar ultimul z, adici :

11z + 2)y
2

6xy .
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Pe de alts parte, se stie ci dacd echipa, compusi din y
oameni, ar fi lucrat cu intregul ei efectiv, ea ar fi sipat
santul dat in 24 de ore, adicd pentru executarea lucririi
sint necesare 24y ore de muncid. Prin urmare :

6zy = 24y.

Numairul ¥ nu poate fi egal cu zero ; de aceea, ecuatia
poate fi simplificatd cu acest factor, dupi care obtinem :

6r= 24 s5i x= 4.

Astfel, sdpatorul care a inceput luerul ultimul, a luerat
4 ore.

Am rispuns la intrebarea problemei ; iar dacd am fi
dorit sd aflam citi luerdtori au fost in echipid, n-am fi putut
raspunde, cu toate cid in ecuatie acest numir figureazi
(sub litera y). Pentru a rispunde la aceasti intrebare
problema nu furnizeazi date suficiente.

+ Merele
Probhlemi

Un pomicultor a vindut primului cumpéritor jumi-
tate din cantitatea de mere pe care le avea si incd o jumé-
tate de mir; celui de-al doilea cumparitor — jumitate
din merele rdmase g§i incd o jumitate de mir; celui de-al
treilea — jumitate din merele rimase $i incd o jumitate
de mir etc. pind la al gaptelea cumpéiritor, ciruia i-a
vindut §i lui jumitate din merele rimase §i inci o jumitate
de mir, dupd care pomicultorului nu i-a mai rimas nimic.
Cite mere a avut pomicultorul ? ’

Rezolvare

Dacéd notdm numdirul initial de mere cu 2, atunci
primul cumpériator a cumpdirat :

al doilea :
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al treilea :

al saptelea :

z+1
27
Avem ecuatia :
a -1 a -1 x4 1 a 41
- + L + . + K = 2,
2 22 23 27

sau

o 1 1 1 1
(x+1)(—+-+ e —| ==
2 2 3 27
Calculind suma termenilor progresie] geometrice din
paranteze, gésim :

.

1
=1——si a=27 —1=127.
x+1 27

x

Tn total, pomicultorul a avut 127 de mere.

Cumpararea unui cal

Problema

In vechiul manual de aritmetics al lui Magnitki giisim
urmétoarea probleméd amuzantid pe care 0 redim mai jos :

Cineva a vindut un cal cu 156 de ruble. Dar cumpi-
ritorul s-a rdzgindit si a restituit vinzdtorului calul
spunindu-i :

— Nu-mi convine si cumpir calul la acest pret, nu
face atitia bani !

Atunci vinzétorul i-a propus alte conditii :

— Daci gisesti cid pretul pentru cal este prea mare,
atunci cumpdri numai caielele de la potcoavele calului;
in acest caz calul il vei primi pe gratis. Fiecare potcoava
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. . s 1 -
are 6 caiele. Pentru prima caia imi vei da — copeic¢d, pen-
4

1 P . -
tru a doua, — copeicd, pentru a treia, o copeici ecte.
5 ;

Cumpdéritorul, ispitit dé pretul mic al caielelor si in
dorinta de a obtine calul gratis, a acceptat conditiile
vinzitorului, socotind ca pentru caiele nu va pliti mai
mult de 10 ruble.

Cu cit s-a ingelat cumparidtorul ?

Rezolvare

Pentru 24 de caiele el a trebuit si pliteasca :

i+1—+1+2+22+23 I
Kt P]

copeici. Aceastd sumi este egald cu:

o2 .o . L
4

= 222 L 4194 303 2 copeici,
2 -1 4 4

&

deci circa 42 000 de ruble. Tn asemenea conditii nu este
greu si dai un cal drept supliment.
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Risplata estasului
Problemi

Dintr-un alt manual vechi de matematici cu titlul :
,,Curs complet de matematicd purd, aledtuit de ofiterul
de artilerie si profesorul particular de matematici Efim
Voijeahovski spre folosul si pentru wuzul tineretului si al
celor care se ocupd de matematici’’ (1795), reproducem
urmitoarea problems :

,,Pentru serviciile aduse patriei, un ostag a primit o
rasplatd : pentru prima rand o copeici, pentru a doua, 2
copeici, pentru -a treia, 4 copeici ete. Facindu-se calculul,
s-a dovedit cd ostasul a primit in total suma de 655 de
ruble si 35 de copeici. Se intreabi cite rdni a avut ostagsul”.

Rezolvare
Formam ecuatia :
65535 =142 122123 _}_2:——1’

sau :

DX 1
65 535 = —2——=2z—1,

de unde obtinem :
65 536 = 2% si x = 16,

rezultat la care ajungem usor prin incerciri.

La un sistem de recompensé atit de generos, ostagul
trebuie sd aibd 16 rdni §i si rimind viu ca si obtind o
recompensd in valoare de 655 de ruble si 35 de copeici.



CAPITOLUL IX

A SAPTEA OPERATIE MATEMATICA

A saptea operatie

Am spus ci a cincea operatie — ridicarea la putere

— admite doud operatii inverse. Daci :
& = c,

atunci.aflarea lui a este o operatie inversi — extragerea
ridécinii ; aflarea lui b este a doua operatie inversi —lo-
garltmarea, Se presupune cid cititorul cunoagte bazele
teoriei logaritmilor, atit cit se invati in scoala medie, si
nu constituie pentru el o greutate si inteleagi cu ‘ce este
egald, de pildd, expresia:

log a0

Este ugor de inteles cd, ridicind baza logaritmilor a
la o putere egald cu logaritmul numéirului b, vom obtine
chiar numdirul b.

Pentru ce au fost inventati logaritmii? ‘Desigur
pentru accelerarea si simplificarea ‘calculelor. Inventatorul
primelor table de logaritmi, Neper vorbegte astfel despre
intentia sa :

,,Am ciutat, pe cit mi-a fost posibil, s& mi debarasez
de greutatea si plictiseala calculelor, care indepirteazi
pe multi de matematicd’’.

" Intr- -adevir, Iogarltmu inlesnesc §i accelereazd foarte
mult ca,lculele, fard sd mai vorbim de faptul ci ei ne oferd
posibilitatea si efectuiim operatii care, fird ajutorul lor,
ar fi cu greu accesibile (extragerea rddicinii de orice
ordin).

Laplace scria, pe bund dreptate, ci ,,inventarea lo-
garitmilor, reducind calcule de mai multe luni la 0 munci

180



de citeva zile, parcd a prelungit de doud ori viata astro-
nomilor’’. Marele matematician vorbegte despre astronomi,
deoarece acegtia trebuie si facd calcule deosebit de com-
plicate si obositoare, dar cuvintele lui pot fi aplicate oricui
are de-a face cu calcule numerice.

Noi, care sintem obignuiti cu logaritmii gi dem cu
simplificirile calculelor pe care ni le oferi acegtia, cu
greu ne putem inchipui mirarea §i admiratia ce au stirnit
tablele de logaritmi la aparitia lor. Contemporanul lui
Neper, Briggs, devenit mai tirziu celebru prin inventarea
logaritmilor zecimali, scria despre opera acestuia : ,,Dato-
ritd noilor §i minunatilor sii logaritmi, Neper m-a deter-
minat si muncese firg incetare — §i cu capul §i cu miinile.
Nédéajduiese sid-1 vad la vard, fiinded niciodatd n-am citit
"o carte care sid-mi fi plicut mai mult gi care si ma fi uimit
atit’’. Briggs si-a realizat intentia gi a plecat in Scotia si-1
viziteze pe inventatorul logaritmilor. La intilnire, Briggs.
i-a spus:

»Am intreprins aceastd lungs céilidtorie cu un singur
scop : 84 vi cunosc §i si aflu prin ce mijloace §i prin ce
artd ati ajuns la ideea acestui minunat ajutor pentru
astronomie — logaritmii. De altfel, acum m#i miri mai
mult faptul ci nimeni nu i-a gdsit mai inainte — atit de
simpli par dupi ce ii cunosti’.

Rivalii logaritmilor

Inainte de inventarea logaritmilor, pentru accelerarea
calculelor existau tabele cu ajutorul cérora operatia de
inmultire nu era inlocuitd prin adunare, ci prin scidere.
La baza acestor calcule statea identitatea :

(@+b7?  (a—by
4 4 ’

ab =

de adevirul cireia ne putem convinge desficind parantezele.

Avind la indeminid sferturile pidtratelor, se putea
afla produsul a dou# numere firi a se face inmultirea, ci
scdzind din sfertul patratului sumei acestor numere sfertul
pitratului diferentei lor. Cu ajutorul aceloragi tabele se
putea ridica la pitrat §i extrage ridicina pitratd a unui
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numir, iar dacé se foloseau tabelele numerelor inverse se
putea simplifica §i operatia de impirtire. Superioritatea
acestor tabele fatd de tabelele de logaritmi constd in
aceea ci, cu ajutorul lor, se pot obtine rezultate exacte si
nu aproximative. In schimb, tabelele de logaritmi prezints
alte avantaje, mult mai importante din punct de vedere
practic. In timp ce cu ajutorul tabelelor. sferturilor de
patrate se pot inmulti numai doud numere, logaritmii ne
.oferd posibilitatea de a afla dintr-o datd produsul oricdrui
numir de factori i, afard de aceasta, de a ridica un numér
la orice putere si de a extrage ridicina de orice ordin
(intreg sau fractionar). De exemplu, cu ajutorul tabelelor
sferturilor de patrate nu putem calcula dobinda compusi.

" Cu toate acestea, aceste tabele au continuat si fie
publicate si dupi aparitia tabelelor de logaritmi. In 1856 a
aparut in Franta o lucrare cu titlul:

Tabela pdtratelor numerelor de la 1 pind la 1 000. mili-
oane, cu ajutorul cdreia putem afla produsul exact al nume-
relor folosind o metodd simpld, mai comodd decit cu ajutorul
logaritmilor. A intocmit-o Alexandre Cossart.

Aceastd idee se nagte la multi oameni, fird ca ei si
bénuidscd cd ea a fost realizati de mult. Mie mi s-au adre-
sat mai multi inventatori ai tabelelor de acest gen, crezind
céd au inventat ceva nou, §i au rimas foarte uimiti cind au
aflat cd inventia lor dateazd de circa 300 de ani.

Un alt rival al logaritmilor, mai tinéir, sint tabelele
care existd in multe indreptare tehnice. Acestea sint tabele
cumulative care cuprind urmitoarele rubrici: pitratele
numerelor, cuburile, rddicinile pitrate, ridicinile cubice,
inversele numerelor, lungimile cercurilor si ariile lor pentru
numerele de la 2 la 1 000. N ,

In multe calcule tehnice, aceste tabele sint foarte
comode, dar ele nu sint intotdeauna satisficdtoare, tabelele
de logaritmi putind fi folosite pe o scard mult mai largé.

Evolutia tabelelor de logaritnii

Pini nu demult, in scolile noastre au fost folosite
tabele de logaritmi cu 5 zecimale. Astizi existd tabele cu 4
zecimale, deoarece acestea sint perfect suficientein calculele
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tehnice. Tnsé pentru unele nevoi practice ajung si mantise
cu 3 zecimale.

Ideea ci ar fi suficiente mantise mai scurte a fost
adoptatd relativ recent. Imi aduc aminte de timpul cind
in secolile noastre se foloseau volume groase de logaritmi
cu 7 zecimale, care mai tirziu au fost inlocuite cu logaritmi
cu 5 zecimale. Dar i logaritmii cu 7 zecimale pireau, la
aparitia lor (1794), o inovatie revolutionara. Primii loga-
ritmi zecimali, creati prin munca matematicianului lon-
donez Briggs (1624), au avut 14 zecimale. Dupi citiva ani
ei au fost inlocuiti prin tabelele cu 10 zecimale ale mate-
maticianului olandez Adrian Vlacq.

Dupid cum se vede, evolutia tabelelor de logaritmi a
mers de la mantisele cu multe zecimale la mantise mai
scurte §i nu s-a terminat nici in zilele noastre, deoarece
§i astdzi multi oameni nu vor si inteleagd ideea simpld cd
precizia calculelor nu poate depdsi precizia méisuritorilor.

Reducerea mantiselor atrage dupi sine doud urméri
practice importante : 1) micgorarea considerabili a volu-
mului tabelelor de logaritmi si, deci, 2) simplificarea folo-
sirii lor, ceea ce inseamni accelerarea calculelor care se
faec cu ajutorul lor. Logaritmii cu 7 zecimale ocupi circa
200 de pagini de format mare, cei cu 5 zecimale, 30 de
pagini de format pe jumitate cit primul ; cei cu 4 zecimale
ocupd un volum de zece ori mai mic, ei putind fi cupringi in
2 pagini de format mare, iar logaritmii cu 3 zecimale — pe
o singurd pagini.

Cit priveste rapiditatea -calculelor, s-a stabilit ci
un caleul efectuat cu ajutorul tabelelor cu 5 zecimale
necesitd un timp de 3 ori mai mic decit acelagi calcul
efectuat cu tabele cu 7 zecimale.

Curiozitaitile logaritmilor

Dacé nevoile de calcul ale vietii practice si ale tehnicii
pot fi satisficute cu ajutorul tabelelor de logaritmi cu 3
§i 4 zecimale, in schimb la dispozitia cercetdtorilor teo-
reticieni stau tabele cu mai multe zecimale, mai multe
chiar decit cele 14 zecimale ale lui Briggs. Un logaritm este
in general un numir irational §i nu poate fi exprimat
exact prin nici un numir de cifre ; logaritmii majoritatii
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numerelor, oricite zecimale ar avea, sint dati aproximativ
—ei sint cu atit mai precisi cu cit mantisa cuprinde mai
multe cifre. Pentru unele lucriri gtiintifice, logaritmii
cu 14 zecimale nu prezinti o precizie suficienti*; dar
printre cele 500 de variante de tabele de logaritmi, aparute
de la inventarea lor, un cercetitor va gési intotdeauna una
care 8i-1 satisfacd. Si luim, de pildi, tabelele de logaritmi
cu 20 de zecimale (pentru numerele de la 2 Ia 1 200) publi-
cate in Franta de Callet (1795). Pentru un grup de numere
i mai restrins existd tabele de logaritmi cu un numir
foarte mare de zecimale — adevirate curiozitati logaritmice
a cdror existentd nici nu este banuitd de multl dintre
matematicieni.

Tati acesti cologi logaritmici.: nu este vorba de loga-
ritmi zecimali, ci de cei naturali**

Tabelele lui Wolfram cu 48 de zecimale pentru nume-
rele ping la 10 000.

Tabelele lui Sharp cu 61 de zecimale §i, in sfirgit, o
supracuriozitate logaritmici — tabelele lui Adams cu 260
de zecimale.

In acest din urmé caz nu este de fapt vorba de tabele,
ci numai de aga-zigii logaritmi naturali pentru cinei numere :
2,3, 5, 7 §i 10 gi un multiplicator (cu 260 de zecimale)pentru
transformarea lor in logaritmi zecimali. Nu este greu si
ne dim seama ci, avind la dispozitie logaritmii acestor 5
numere, putem obtine prin adunare §i inmultire logaritmii
unui intreg sir de numere compuse ; de exemplu, log 12
este egal cu suma log 2 + log 2 4 log 3 ete.

Printre curiozititile logaritmice am mai putea cita
gi rigla de calcul — ,logaritmii de lemn’’ — dacd acest
instrument ingenios n-ar fi devenit pentru tehnicieni o
unealti de calcul tot atit de obisnuitd ca sciotul pentru
contabili. O datd cu obignuinta scade g§i sentimentul de
uimire fatd de acest instrument, care de fapt functioneazi
dupid principiul logaritmilor, desi nu cere ca cei care il
folosesc si stie ce este un logaritm.

* Logaritmiilui Briggs nu exista decit de 1a 11a 20 000 5i de la 90 000
la 101 000.

** Se numesc naturali logaritmii cu baza 2,718... despre care vom
vorbi in cele ce vor urma.
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Fig. 37

Logaritmii pe estrada

Intr-un concert de estradd, numirul cel mai izbitor,
realizat de calculatori de profesie, este fird indoiald
urméatorul. Fiind anuntati prin afige ¢4 un virtuos in arta
calculelor va extrage in minte ridécinile de orice ordin ale
numerelor formate din mai multe cifre, vi pregititi de
acasd, facind calculele complicate, a 31-a putere a unui
numir oarecare, i sinteti decisi sa rdpuneti pe calculator
cu un colos numerie, compus din 35 de cifre. La momentul
oportun vi adresati calculatorului cu urmétoarele cuvinte :

— Incercati, vi rog, sd extrageti rdddcina de ordinul
31 din urmatoml numir format din 35 de cifre ! Notati,
vi dictez.

Calculatorul ia creta, dar inainte ca dv. 53 spuneti
prima Uha, el a si scris rezultatul : 13.

Fird sd cunoascd numirul, el a extras din el rddacina
de ordinul 31 si incd in minte, §i toate acestea cu o vitezd
fulgeritoare. .
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Sinteti uwimiti, i totusi in toate acestea nu existd
nimic extraordinar. Secretul constd in aceea cid existd
numai un singur numir, §i anume 13, care ridicat la
puterea 31 di un rezultat compus din 35 de cifre. Numerele
mai mici de 13 dau un rezultat cu mai putine cifre ; iar
numerele mai mari — un rezultat format din mai mult
de 35 de cifre.

Dar de umde stia calculatorul acest lucru? Cum a
aflat el numirul 13 % I-au ajutat logaritmii cu doud zeci-
male pe care ii cunoaste pe dinafari pentru primele 15—20"
de numere. Nu este-de loc greu de memorat aceste numere,
daci se are in vedere ci logaritmul unui produs este egal
cu suma logaritmilor factorilor lui. Cunoscind bine loga-
ritmii numerelor doi, trei §i sapte”, se pot cunoaste logaritmii
primelor 10 numere; pentru urmitoarele 10 numere
trebuie si se tind minte numai logaritmii a incd 4 numere.

Oricum ar fi calculatorul, tine minte urméitoarea
tabld de logaritmi cu doud zecimale :

Numér . Log Numir Log
2 0,30 11 1,04
3 0,48 12 1,08
4 0,60 .13 1,11
5 0,70 14 1,15
6 0,78 15 1,18
7 0,85 16 1,20
8 0,90 17 1,23 °
9 0,95 18 1,26
T . 19 1,28

Trucul matematic care v-a uimit atit a constat in
urmétoarele :

B 34, ...
log V(35 de cifrc) =
31
. .10
* Amintim cd logaritmi de 5= log 5 = 1 — log 2.
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Logaritmul ciutat poate fi cuprins intre :

ﬁ . 34,99
31

sau intre 1,09 si 1,13.

In acest interval existi numai logaritmul unui singur
numir intre 1,11, logaritmul lui 13. Deslgur, pentru ca
aceste calcule s3 poata fi ficute repede in minte, trebuie
84 existe ingeniozitatea §i indeminarea unui profesionist ;
in fond insé lucrurile stau destul de s1mp1u. De acum putetl
face singuri asemenea scamatorii, daci nu in minte, atunci
pe hirtie.

S4a presupunem cé aveti de rezolvat problema urmai-
toare :

S4 se extragé radicina de ordinul 64 dintr-un numir
format din 20 de cifre.

Fird si cunoagteti numirul dat puteti spune rezul-
tatul ridicina este egala cu 2.

R 19, ...

Intr-adevir, logV (20 de cifre) = —e4  ; prin urmare
el trebuie si fie cuprins 1ntre $1 19, gg,adicfi,intreO 29
si 0,32. Un asemenea logaritm pentru un numir intreg
este unul singur : 0,30. .., adici logaritmul numirului 2.

Puteti chiar sé-l ulmlt;l pe interlocutorul dv., comu:
nicindu-i ce numair a avut el de gind si vi dicteze : celebrul
numir de gsah .

264 — 18446744073709551616.

Logaritmii in grajd
' Problemi

Cantitatea aga-zisei hrane ,,de intretinere’’ (adicd
cantitatea minimi necesari pentru inlocuirea caloriilor
cheltuite de organism prin functionarea organelor interne,
refacerea celulelor etc.) este proporlglonala cu suprafata
exterioard a corpului animalului. Cunoscind acest fapt,
88 se stabileascd numarul caloriilor din hrana de intretinere
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a unui bou care cintidreste 420 kg, tinindu-se seami ci fn
aceleagi conditii, un bou de 630 kg are nevoie de 13 500 de
calorii.

Rezolvare

Pentru rezolvarea acestei probleme practice din dome-
niul cresterii animalelor, este necesar ca pe lingd algebri
si apelim gi la geometrie. Conform enuntului problemei,
humdirul de calorii « este proportional cu suprafata (s) a
boului, adici :

unde s, este suprafata corpului boului care cintireste
630 kg. Din geometrie gtim c# .suprafetele (ariile) (s) ale
corpurilor asemenea sint proportionale cu pétratele dimen-
siunilor lor liniare (1), iar volumele (si deci §i greutitile) —

— cu cuburile dimensmmlor liniare. De aceea :

' s 2 421 B
T =Ty LT Ty
8 Il 039 ll
i deci :
3 P
. ! N/ 420
Ly
I1 -%/G;‘. . [ .
de unde :

'3 P 3 3 3 .
= _ Vee l/(i‘_z_(’)2 - V(E)z z=13500]/%
13500 [Yesor | (630) —J\3)” 9
Cu ajutorul tabelelor de logaritmi .aflim : .
2 = 10 300.

.

Boul nostru are nevoie de 10300 de calorii.
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Logaritmii in muziea

huzicienii se intereseazd rar de matematicd ; cea mai
mare parte dintre ei, acordind stima cuvenitd acestei
stiinite, preferd si stea mai departe de ea. Cu toate acestea,
nnzicienii — chiar cei care nu verificd, ca Salieri la Pns-
kin, ,,armonia cu ajutorul algebrei” — vin in contact cu
matematica mult mai des decit i§i inchipuie ei §i incd cu
lucruri ,,atit de grozave’’ cum sint logaritmii.

Tmi voi permite cu aceasts ocazie si citez un fragment
din, articolul regretatului fizician rus, prof. A. Eichenwald*.

,,Unui coleg de-al meu de liceu ii plicea si cinte la
pian, dar nu-i plicea matematica. El spunea cu o huantd
de dispret cd muzica §i matematica nu au nimic comun.
«Este adevirat cid Pitagora a gisit unele corelatii intre
vibratiile sonore — dar aceastd gami a lui Pitagora s-a
dovedit a fi inaplicabild muzicii noastre».

Vi inchipuiti cit de surprins a rimas el, cind eu i-am
demonstrat ‘cd, apisind clapele unui pian modern, el
cintd propriu-zis la logaritmi. . .”’ i, intr-adevir, asa-zisele
,,trepte’” ale unei game cromatice tem¥perate nu sint dis-
puse la distante egale, nici in rapert cu frecventele vibra-
tiilor, nici in raport cu lungimile de undi ale sunetelor
corespunzitoare, ci ele reprezintd logaritmii acestor mi-
rimi. Numai ci baza acestor logaritmi este 2 §i nu 10,
aga cum se -obignuiegte in alte cazuri.

' S& presupunem ci nota do din cea mai joasid octavi
— 0 vom numi octava zero — este determinati de n osci-
latii pe secundd. Atunci notei do din octava I ii corespund
2n oscilatii pe secundi, iar notei do din octava m, n -2
oscilatii pe secundi ete. Si atribuim tuturor notelor gamei
cromatice a pianului numere Ce ordin p, atribuind tonului
fundamental do al fiecdrei oct..ve numdirul zero ; atunci,
de pildd, tonul sol va fi al 7-lea, tonul la al 9-lea etec. ; al

* Acest articol a fost publicat in ,,Calendarul astronomic rus din
1919”" sub titlul Despre distanfe mari si mici.
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12-lea ton va fi din nou do, dar dintr-o octavi superioari.
Deoa,rece in gama cromatici.temperatd orice ton are de

]/2 mai multe oscilatii decit tonul precedent, numirul de
oscilatii al oricdrui ton poate fi dat de formula :

12_ -
om0 (2],
Logaritmind aceastd formuld, obtinem :

log 2
12

>

log Npm = log n+ mlog 2 + p
sau :

log Npm = log n + (m+- )log‘)

si luind ca unitate (n = 1) numérul de oscilatii ale notei do
din cel mai jos registru i log 2 =1, avem :

logg Npm = m & -~

. 12
Observim, deci, ci numerele de ordine ale clapelor
unui piah reprezinti logaritmii numerelor de oscilatii ale
sunetelor corespunzitoare”. Putem spune chiar ¢4 numérul
unei octave reprezinté caracteristica, iar numéirul de
ordine al sunetului in octava dati** —mantisa logaritmului.
Astfel, de exemplu, dacd luim nota sol' din octava a

. - . y 7
treia, atunci in expresia corespunzitoare 3 -{-T2— (=~ 3,583)
numirul 3 este caracteristica logaritmului numirului de

7 . e
5 (= 0,583) — mantisa aceluiasi
logaritm cu baza 2 ; prin nrmare numirul de oscilatii este
de 23,58, adici de 11,98 ori mai mare decit numirul de
oscilatii al tonului do din prima octavi.

oscilatii al notel date, iar —-

* Tnmultite cu 12,
** Tmpartit la 12,
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Stelele, zgomot{ll si logaritmii

Acest titlu, care leagd lucruri atit de diferite, n-are
pretentia si fie o parodie la operele lui Cuzma Prutkov;
va fi vorba intr-adevir de stele si de zgomot in strinsa
legiturd cu logaritmii.

Aci zgomotul i stelelé stau aldturi, deoarece intensi-
tatea sunetului gi strilucirea - stelelor sint evaluate in
acelagi fel — dupd o scard logaritmica.

Astronomii clasificd stelele, dupd gradul lor de stra-
lucire aparenti, in : stele de prima magnitudine aparents,
a doua magnitudine aparentd, a treia etec. Magnlffudmlle
aparente consecutive sint percepute de ochi ca termenii
unei progresii aritmetice. Dar strilucirea fizicd a stelelor
variazd dupd o altd lege : strilucirile obiective formeazi o
progresie geometricd cu ratia 2,5. Este usor de inteles c#,
,,magmtudmea” unei stele nu este dltceva decit logar]tmul
stralucirii ei fizice. Astfel, o stea de-a treia. magnitudine
aparenti este mai stre“ml-uc‘itoare decit una din prima
magnitudine aparentd de 2,5*1 ori, adicd de 6,25 ori. Sau
mai pe scurt, evaluind stralumrea aparenta a stelelor,
astronomii opereaza cu tabele de logaritmi cu baza 2,5.
Nu ne vom opri aici prea mult asupra acestor corelatii
interesante, deoarece le -am consacrat destule- pagml in
Astronomia distractivd*

In mod asemanator se evalueazi $1 intensitatea zgo-
motului. Efectul ddundtor al zgomotelor - industriale
asupra sindtitii muncitorilor §i asupra productivitétii
muncii a determinat elaborarea unor procedee pentru
evaluarea cantitativd a intensitdtii zgomotelor. Unitatea
pentru méisurarea intensititii sunetului este belul, iar in
mod practic — decibelul (1/10 dintr-un bel). Gradele conse-
cutive de tdrie a sunetului — 1 bel, 2 beli ete. (practic 10
decibeli, 20 decibeli etc.) — reprezinti pentru urechea
noastrd o progresie aritmeticd. Iar ,,intensitatea’ fizicd
a acestor zgomoté (sau mai precis energia) formeazd o
progres1e geometricd cu ratia 10. Unei diferente de 1
bel ii corespunde o crestere de 10 ori a energiei zgomotulul
Deci, tidria zgomotului, exprimatd in beli, este egald cu
logaritmul zecimal al energiei lui fizice.

*[.I. Perelman, Astronomia distractivd, Editura Tineretului, 1959.
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Lucrurile vor deveni mai clare daci le vom ilustra cu
citeva exemple. Freamaitul ugor al frunzelor este evaluat.
la 1 bels o discutie cu glas tare — la 6,5 beli; ricnetul
unui leu — la 8,7 beli. De aici reiese ci, in ceea ce priveste
intensitatea sunetului, graiul omenesc intrece freamitul
frunzelor de:

1065-1 = 1045 = 316 000 ori;,
iar ricnetul unui leu este mai tare decit graiul omenesc de :
108.7-65 = 1022 = 158 ori.

Un. zgomot care intrece 8 beli cste considerat ca
diunitor pentru organismul omenesc. In multe uzine
norma indicatd este intrecutd, existd sunete de 10 beli.
si mai mult; loviturile unui ciocan intr-o tabli de otel
produc un-zgomot de 11 beli. Aceste zgomote intrec de
100 si 1000 de ori norma admisibild §i sint de 10—100
ori mai intense decit zgomotul cascadei Niagara (9 beli).

Oare este o coincidentd faptul ci la evaluarea stré-
lucirii aparente a stelelor §i la- misurarea tiriei sunetului
avem de-a face cu dependenta logaritmicd intre intensi-
tatea senzatiei §i mirimea excitatiei care a generat-o ? Nu,
atit prima cit i a doua sint urmare a unei legi genciale
(numits ,,Jegea psihofizici a lui Fechner”’), care suni
astfel : intensitatea senzatiei este proportionald cu logarit-
mul mirimii excitatiei. .

Dupa .cun odsorvim, logmt 2l patrand i in dome-
niul psi> logici.

Logaritmii in iluminatul eleetrie
Problemii

Faptul cd becurile care au acelasi filament metalic
umplute cu gaz dau o lumind mai strdlucitoare decit
becurile’ cu vid, se explici prin temperatura diferiti a
filamentului in aceste doud conditii. Dupd cum se gtic din
fizicd, cantitatea totals de lumind radiatd la incandes-
centd cregte proportional cu puterea a 12-a-a temperaturii
absolute. Cunoscind acest fapt, facem urméitorul calcul :
84 stabilim de cite ori un bec ,,cu gaz’’,la care temperatura

.
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filamentului este egald, in scara absoluti, cu 2 500° (adica
socotind de la —273°C), radiazi mai multd luming decit
un bec cu vid, cu temperatura filamentului de 2 200°.
Rezolvare
Notind raportul ciutat cu z, avem ecuatia :

o (2500 1 _ (25
(2200 (22

de unde
logz = 12 (log 25 — log 22); = = 4,6.

Becul cu gaz radiazi de 4,6 ori mai multd lumini
decit cel cu vid. Deci, dacd un bec cu vid di o lumini de
50 de lumindri, in aceleagi condilii becul cu gaz va da o
luminid de 230 de luminiri.

S4 facem incd un calcul : cu cit trebuie si creasci
temperatura absolutid (in procente) pentru ca strilticirea
unui bec 84 devind de douid ori mai mare ¢

Rezolvare

Formim ecuatia :
12
( 1+ ,_I__ = 2
100

lug(l b2 1082 o 6o
100 12

de unde :

In sfirgit, al treilea calcul : cu cit va cregte (in pro-
cente) strilucirea unui bec dacd temperatura absoluti
a filamentului ei va cregte cu 19%¢

Rezolvare

Efectuind calculul (cu ajutorul logaritmilor)
: z=1,01%,
gisim :
r= 1,13.
Strilucirea cregte cu 13 9,.
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Dacid facem calculul pentru cregterea temperaturii
cu 29%, aflam céd strilucirea cregte cu 279%,; in cazul creg-
terii temperaturii cu 39, — strilucirea va cregte cu 439%,.

De aici reiese clar de ce in tehnica fabricdrii becuri-
lor electrice se cautd atit de mult si se obtini cregterea
temperaturii filamentului, pretuindu-se fiecare grad cis-

tigat.

Testamente de sute de ani

Cine n-a auzit de acel numair legendar de griaunte de
griu, pe care l-ar fi cerut drept recompensi inventatorul
jocului de gah? Acest numir se obtine prin dublarea
consecutivd a unititii : pentru primul c¢imp s-a cerut 1
griunte, pentru cimpul al doilea, 2 griunte etc., mereu
dublind ping la ultimul, al 64-lea cimp.

Dar numerele cresc vertiginos nu numai la dublarea
lor consecutivd, ci §i la o norméd de crestere mult mai
moderatd. Un capital care aduce 59, cregte anual de 1,05
ori. S-ar pirea ci cresterea nu este prea mare. Cu toate
acestea, dupd trecerea unui interval de timp destul de
lung, capitalul ajunge la o sumé imensd. Prin aceasta se
explicd cresterea uimitoare a capitalurilor lasate cu tes-
tam:nt pe un timp lung. Pare curios ci lisind o sumi
destul de modestd, testatorul dispune de repartizarea
unor capitaluri imense. Este cunoscut testamentul lui
Benjamin Franklin, publicat in Culegerea diverselor opere
ale lut B. Franklin. Tatd un extras din acest testament :

,,Las 1 000 de lire locuitorilor din Boston. Primind
aceastd mie de lire ei o vor incredinta celor mai onorabili
cetidteni, iar acestia la rindul lor o vor da cu dobindi, cu
5% pe an, tinerilor meseriagi*. Peste 100 de ani aceastd
sumé va creste pind la 131 000 de lire. Doresc ca atunci,
cele 100 000 de lire si fie intrebuintate pentru constructii
de clidiri publice, iar restul de 31 000 si fie date cu dobinda
pe 100 de ani. Dupid trecerea celui de-al doilea secol suma
va creste pind la 4 061 000 de lire, din care 1060 000 las
la dispozitia locuitorilor din Boston, iar 3 000 000 — obstei

* In acea epocd In America nu existau institutii de credit.
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din Massachusetts. Mai departe nu indraznesc si-mi
extind planurile”’.

Lisind in total 1 000 de lire, Franklin repartizeazi
milioane. Dar aici nu existd nici un fel de confuzie. Calculul
matematic demonstreazd cd sint intru totul reale conside-
rentele testamentului. Creseind anual de 1,05 ori, peste 100
de ani 1 000 de lire vor deveni :

= 1000 -1,051% lire.

Aceastid expresie poate fi calculati cu ajutorul logarit-
milor :

log x = log 1 000 + 100 log 1,05 = 5,11893,

de unde :
x = 131000

ceea ce corespunde testamentului. Mai departe in urmitorii
100 de ani, 31 000 de lire se vor transforma in :

y = 31000 -1,059,

de unde :
y = 4076 500

— suma care diferd putin de cea indicati in testament.

Propun cititorului si rezolve el singur problema de
mai jos extrasd din Domnii Golovliov de Saltikov-Scedrin :

Porfirii Vladimirovici std in cabinetul lui umplind
coli de hirtie cu calcule numerice. De data aceasta il
preocupd urmitoarea problemi : citi bani ar fi avut el
acuma, daci mama lui nu gi-ar fi insugit cele 100 de ruble
déruite lui la nastere de bunicul siu, si ar fi pus acesti
bani la muntele de pietate pe numele minorului Porfirie ¢
Rezulti, totusi, destul de putin: in total 800 de ruble’.

Presupunind ci la data calculului efectuat Porfirii
avea 50 de ani, §i admitind ci el a efectuat corect calculul
(ceea ce este putin probabil, deoarece e indoielnic c&
Golovliov cunogtea logaritmii §i stia si calculeze dobinda
compusi), se cere si se stabileascd ce dobindid se plitea
pe atunci in institutiile de credit.
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Cresterea continui a capitalului

La casele de depuneri banii proveniti din dobindi
se -adaugd anual la capitalul de bazi. Dacid dobinda se
-adaugi la capital mai des, acesta cregte mai repede, deoa-
rece dobinda se calculeazd la o sumi mai mare. Si luim
un exemplu simplu, pur teoretic . Si presupunem ci la
‘Casa de Depuneri au fost depuse 100 de ruble cu 1009,
anual. Dacé banii din dobind4d vor fi addugati la capitalul
-de bazd dupd un an, atunci cele 100 de ruble vor deveni
200. S& vedem ce vor deveni cele 100 de ruble dacs dobinda
ar fi adiugatd la capital la fiecare gase luni :

100 - 1,5 = 150 ruble,
§i dupid incd 6 luni:
100 - 1,5 = 225 ruble.

Adiugind dobinda la capital la fiecare 1/3 de an, dups
un an cele 100 ruble vor deveni :

18
100 ( 1. —) 237,03 ruble.
3

Micgorind termenele de addugare a dobinzii la 0,1
ani, 0,01 ani, 0,001 ani etc., peste un an cele 100 de ruble
vor deveni :

100 ruble - 1,110 = 259,37 ruble
100 ruble - 1,01190 x> 270,48 ruble,
100 ruble -1,0011000- 271,69 ruble.

Prin metodele matematicii superioare se demonstreaza
«c4 dacd reducem nelimitat termenele de addugare a do-
‘binzii, atunci capitalul nu va creste la infinit, ci se apropie
Jde o limitd anumitd, egald aproximativ* cu:

271,83 ruble.

Mai mult decit de 2,7183 ori un capital depus cu 100 %
nu poate si creascid chiar dacd dobinda s-ar adiuga la
capital in fiecare secundi.

* Am neglijat submultiplii rublelor.
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Numairul ,,e”

Numirul obtinut 2,718..., care joacd in matematica
guperioari un rol uriag —nu mai putin important ca
vestitul numir = — se noteazd cu e. Acest numir este
irational : el nu poate fi exprimat printr-un numéir finit
de cifre*, dar poate fi calculat cu o aproxxmatle oricit de
bund cu ajutorul urmitoarei serii :

1

1 1
1+ .1_ 1
1

+ +
1.2 1.2.3 1.2.3.4 1.2.3.4.5

+

Din exemplul de mai sus, in care a fost vorba de
cresterea capitalului depus cu o dobindi compusi, rezultd
cd numirul e este limita expresiei :

(o
n
cind » creste la infinit.

Din mai multe motive, pe care nu le putem expune
aici, este foarte convenabil si se ia numairul e drept baza
unui sistem de logaritmi. Asemenea tabele (de ,,Jogar tmi
naturali’’) existd §i au multe aplicatii in gtiintd §i tehnici.
Logaritmii — cologi, formati din 48, din 61, din 102 gi
din 260 de cifre — despre care am vorbit, au ca bazi pe e.

Numirul e apare adeseori acolo unde nici nu ne agtep-
tim. Si punem, de exemplu, urmitoarea problems :

Cum trebuie descompus intr-o sumé un numir dat a
pentru ca produsul tuturor termenilor si fie maxim?

Stim cd la o sumé constantd mai multe numere vor
da produsul maxim atunci cind factorii sint egali intre

Devine clar c¢i numirul a trebuie impartlt in parti
ega,le Dar in cite anume pirti egale 2 In doui, in trei, in
zece ? Cu aJutorul metodelor matematicii superioare se
poate stabili c& cel mai mare produs se obtine atunci cind
factorii se apropie cel mai mult de numirul e.

De pildd, 10 trebuie si fie descompus intr-un numér
de pirti egale, astfel ca ele si fie cit mai apropiate de

* In afard de accasta, numirul e, ca §i numirul =, este un numair
transcendent, adicd ¢l nu poate fi obtinut prin rezolvarea unei ecuatii
algebrice cu coeficicnti Intregi.
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numirul 2,718... Pentru aceasta este necesar si aflim
citul :
10

—— = 3,678...
2,718...

Deoarece nu putem descompune un numir in 3,678. ..
parti egale, sintem nevoiti si alegem numirul intreg cel
mai apropiat, 4. Prin, urmare, vom obtine cel mai mare

<o - . 10
produs al partilor atunci cind acestea vor fi egale cu "

’

adiei cu 2,5.
Deci
(2,5)4 = 39,0625

este cel mai mare numéir care poate fi obtinut prin
inmultirea unor pirti egale ale numirului 10. Intr-adevir,
dacid descompunem numérul 10 in 3 sau in 5 pirti egale,
obtinem produse mai mici: ‘

(L‘)_r= 37;(3); 32.
3 5

1n cazul numirului 20, ca sd obtinem produsul maxim
trebuie si-1 descompunem in 7 parti egale, deoarece :

20:2,718 ... = 7,36 = 7.

In aceleasi conditii, numirul 50 trebuie descompus in
18 parti egale, iar 100 in 37 de péirti egale :

50:2,718 ... = 18,4,
100:2,718 ... = 36,8.

Numiirul e joacd un rol imens in matematica, fizici,
astronomie si alte gtiinte. Iati unele probleme care, la
analizarea lor matematici, reclami folosirea numéirului ¢
(lista poate fi extinsd oricit de mult):

Formula barometricé (scidderea presiunii cu indltimea).

Formula lui Euler *.

* Vezi d:spre aceastd form1l4 in articolul ,,Voinicul lui Jules Verne
si formala lui Euler” in cartea a doua din Zanimalelnoi fiziki (Fizica
distractivi) de I. I. Perelman.
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Legea ricirii corpurilor.

Dezintegrarea radioactivi si virsta Pimintului.
Oscilatiile pendulului in aer.

Formula lui Tiolkovski pentru viteza unei rachete. *
Fenomene oscilatorii intr-un circuit de radio.
Inmultirea celulelor.

Farsa logaritmiecé

Problemi

Vom adduga la farsele matematice, pe care cititorul
le-a cunoscut in Cap. V, inci una, §i anume ,,demon-
strarea’’ inegalititii 2 > 3. De data aceasta demonstratia
o vom face cu ajutorul logaritmilor. Farsa incepe cu ine-
galitatea incontestabild :

1 1
—_— > —
4 8
dups care urmeazi transformarea :
1.2 113 .
=)= G)
2 2

care nici ea nu poate fi pusi la indoiald. Unui numir mai
mare ii corespunde un logaritm mai mare, deci :

1 ‘1
2 lo —|>31lo —-
810(2) 810\2)

Dupi simplificare cu log,, (é) avem :2 >3. In ce a constat

gregeala acestei demonstratii ¢

Rezolvare

Gregeala constd in aceea ci, ficind simplificarea cu
1 . . . cexais s
logye (;), noi nu am schimbat semnul inegalititii ( >in< );
* Vezi cartea autorului Mejplanetntie putesestvia
(Calatoriile interplanetare).
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or, acest lucru era absolut necesar, deoarece log,, (—;—) este
un numir negativ. (Dacd am fi calculat cu logaritmi ip
altd bazd decit 10, mai micd decit %, atunci log (12)

ar fi fost pozitiv, dar in acest caz n-am fi indreptatiti si afir-
mim cé unui numir mai mare i corespunde un logaritm
mai mare).

Orice numir exprimat cu ajutorul a trei cifre de- doi

Vom incheia cartea cu un truc algebric ingenios, cu
care s-au distrat participantii la un Congres de fizica tinut
la Odessa. Sz pune problema : s4 se exprime orice numar
intreg si pozitiv dat cu ajutorul a trei cifre de doi §i al unor
simboluri matematice.

Rezolvare

Si4 vedem cum se rezolvd aceastd problemi intr-un
caz particular. Fie numirul 3. Atunci problema se rezolva
astfel :

3= —log, log, Y V7.

Este ugor si ne convingem de exactitatea acestei
egalititi. Intr-adevir :

1 1

J— 2 -
ViTe- [)?] = -
logg 227 %= 27% —log, 27°= 3.

Dac4 numirul dat ar fi fost 5, am fi rezolvat problema
prin aceeagi metods :

5= — log; logg VVVV_V_—%

Dupé cum se vede, ne bazim pe faptul ci la un
radical pitrat nu se scrie indicele radicalului.
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Solutia generaldi a problemei este urmitcarea. Daci
numirul dat este N, atunci:

N = — log, logy VV NIk

de N ori

numirul radicalilor fiind egal cu numéirul unititilor cu-
prinse in numirul dat.
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